La integral y sus propiedades elementales
En lo siguiente consideraremos a,b € R, a < by f: [a,b] — R acotada.
Definicién 1. Sean [a,b] CR y P C [a,b]. Diremos que P es una particion de [a,b] si P
es finito y a,b € P.
Enumeraremos los elementos de P de manera ascendente:
P:{to,tl,...,tm}, a=ty <ty <---<t,=0>0.

Denotaremos por P([a,b]) al conjunto de todas las particiones de [a,b].

Definicién 2. Sean P € P(la,b]) y f: [a,b] — R acotada. Para cada j € {1,...,m},
hacemos

m;(f, P) = f{f(t): t € [t;,t;1]}:
M;(f, P) =sup{f(t): t € [t;,t;1]}.

Note que m;(f, P) < M;(f, P).

Definicién 3. Sea f: [a,b] — R acotada. Definimos la suma inferior y la suma superior
de Darbouz, respectivamente, como

L(f, P) = ij(f, P)(t; —tj—1);
U(f, P) = ZMj(fv P)(t; —tj—1).

Proposicién 4. Sea f: [a,b] — R acotada y P € P([a,b]). Entonces,
L(f, P) <U(f, P).

Demostracion. Se sigue directamente de las definiciones de sumas superiores e inferiores.

]

Lema 5. Sean f: [a,b] = R acotada, P € P([a,b]). Sea k € {1,...,m} yu € [ty, tp_1].
Entonces,

L(f, P) < L(f, P U{u}) <U(f, PU{u}) <U(S, P).
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Demostracion. La desigualdad central se obtiene de la proposicion 4. Veremos la desigual-
dad L(f, P) < L(f, PU{u}). La otra se obtiene de manera similar. Para esto, basta ver
el k—ésimo sumando de la suma inferior.

Note que [tx_1,ul, [u, tx] C [tg—1,t]. Por lo tanto,

mk(f7PU {u}) > mk(f7 P)>
mk-i-l(faPU {u}) Z mk(f7 P)

Asi, el resultado se sigue obtiene de

mi(f, PU{u)(u = ter) + mpn (f, PUu) (e —w) = mp(f, P) (b = ter). O

Lema 6. Sean f: [a,b] — R acotada, P,Q € P([a,b]) tales que P C Q. Entonces,

L(f,P) < L(f,Q) < U(f,Q) <U(f, P).

Demostracion. Este resultado se sigue de aplicar el lema 5 de manera iterada al conjunto

O\P. O

Corolario 7. Sea f: [a,b] = R y P,Q € P([a,b]). Entonces,

L(f,P) < U(f. Q).

De este corolario se sigue que el conjunto de sumas superiores y el conjunto de sumas
inferiores son acotados.

Definicién 8. Sea f: [a,b] — R acotada. Decimos que f es (Darboux) integrable en [a, b],
51

sup L(f,P)= inf U(f,P).
pep([lz,b]) (/. P) PeP([ab]) (f, P)

En ese caso, escribiremos

/f— sup  L(f,P).

PeP([a,b])

Ejemplo 9. Seanc € R y f: [a,b] = R tal que para cada t € [a,b], f(t) = c. Veamos que
f es integrable.

Sea P € P([a,b]). Entonces,

= ij(ﬂ P)(t; —tj—1) = c(b—a).



Note que también las sumas superiores tomaran el mismo valor. Como esta suma no
depende de la particién, al tomar el supremo de las sumas inferiores (o el infimo de las

,[}:Cw_@'

Lema 10. Sea f: [a,b] — R acotada. Entonces, f es integrable si y solo si para todo
e > 0 eziste P. € P([a,b]) tal que

U(f,PE)—L(f,PE)<€.

sumas superiores),

Demostracion. =) Supongamos que f es integrable y sea ¢ > 0. Como f es integrable,
existen P, P, € P([a,b]) tales que

L(f, ) >/abf—

NI N M

b
Uty < [ £+

Haciendo P. := P; |J P», por la proposicién 5,
U(fapa) —L(f,PE) <E.

<) Supongamos que f no es integrable. Entonces, existe 6 > 0 tal que para cada P €
P(la, b]),

Por lo tanto, se satisface la proposicién. O

Proposicién 11. Sea f: [a,b] — R acotada. Supongamos que eziste I € R tal que para
cada € > 0, existe P € P([a,b]),

L(fap)21_57
U(f,P)<TI+e.

/able.

Demostracion. Sea e > 0. Por el lema 10, existe P € P([a, b]) tal que

Entonces, f es integrable y

2
U(f.P) = L(f,P) < 5 <=
Por lo tanto, f es integrable.
Por otro lado, de U(f, P) < I+¢ se sigue que U(f, P) < I. De igual manera, L(f, P) >
I.Deaqui, [ f<Iy ['f>1 O



Lema 12. Sean a,b,c € R, a <c<by f: [a,b] = R integrable. Entonces, f es integrable

ufle%+[%3

Demostracion. Sea e > 0. Entonces, existe P € P([a,b]) tal que

L(f,P)-U(f,P) < e.

en [a,c] y en [c,b]. Ademds,

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que ¢ € P. Hacemos

Entonces,
L(f7P):L(f7P1)+L(f7P2)7 U(f,P):U(f,P1)+U(f,P2)

De (1) se sigue que
U(fvpl)_L<f7P1> <é&.

De igual manera se tiene una desigualdad similar para P,. Entonces, f es integrable en

la,c] y en [c,b].
De (2), tenemos

Mﬂmslv+[USU@m.

Pasando al supremo sobre las sumas inferiores y al infimo sobre las sumas superiores,

obtenemos ) . , ) . ,
Afélf+[ﬂ llef+1ﬁ

Proposicién 13. Sean f,g: [a,b] — R integrables. Entonces, f + g es integrable y

/ab<f+g>=/abf+/abg-

Demostracion. Sea P € P([a,b]). Para cada j € {1,...,m}, se satisface

mj(fa P) +m]~(g,P),

m;(f +g,P)
MJ(f7P)+M](g7P>

>
M;(f+g,P) <



Entonces,
L(f,P)+ L(g, P) < L(f +9,P) <U(f +g,P) <U(f, P)+ Ulg, P). (3)
Por otro lado, sea € > 0. Como f y ¢ son integrables, existen Pj, P, € P([a,b]) tales que

U(f,P)— L(f,P) <

£
2
Ulg. P2) = L(g. P) < .
Haciendo P := P, U P», de (3), tenemos
U(f+g,P) _L(f+g>P) < U(f,P)—L(f,P)—FU(g,P)—U(f,P) <é&.

Asi, f + g es integrable.
Por otro lado,

b b
U(f+g,P)§U(f,P)+U(g,P)</ f+/g+5.

/ab(f+g)§/abf+/abg.

Procediendo de manera similar con las sumas inferiores, tenemos el resultado. O

Por lo que

Proposicién 14. Sean f: [a,b] — R integrable y A € R. Entonces, \f es integrable y

/abw):A/abf.

Demostracion. Ejercicio. O

Lema 15. Sea ¢ € R. Hacemos 1.: [a,b] — R,

1.(t) = {0’ t#¢

1, t=c

b
J

Demostracion. Ejercicio. O

Entonces, 1. es integrable y



Proposicién 16. Sean f,g: [a,b]: R y ¢1,...,¢, € R tales que

n

f_gzzlcj-

j=1

Entonces, si f es integrable, g también lo es y

[ [

Demostracion. Ejercicio. O]
Ejercicios
1. Sean f,g: [a,b] — R integrables. Demostrar que fg también es integrable.
2. Calcular las integrales de las siguientes funciones en |a, b]:
a) f(z) =22
b) f(x) = a3
c) flx)=2*-1
d) f(x)=2*—-2z
3. Calcular ,
/ 31 — a2
—1
Sugerencia: Observar la simetria de la funcién respecto al eje x y utilizar particiones
uniformes.
4. Sea f: [a,b] — R integrable. Sean ¢, d € (a,b), ¢ < d. Demuestre que f es integrable
sobre [c,d] y calcular la integral.
5. (Desigualdad de Cauchy—Schwarz) Sean f, g: [a,b] — R integrables. Demuestre que
b 2 b b
(Loo) < (L) (L)
6. Hallar las areas de las regiones delimitadas por las funciones f y g.

o) Fl) = ot gla) = % +2.
2 g(x) =22z +4.

=

=
8
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10.

11.

12.

13.

14.

¢) f(x)=x? g(x) = —2? y las verticales que pasan por (—1,0) y (1,0).

a) Sea f: [a,b] — R tal que para cada t € [a,b], f(t) => 0. Demuestre que

/abfz().

b) Sean f,g: [a,b] — R integrables tales que para cada t € [a,b], f(t) > g(t).

Demuestre que
b b
/ f= / g
a a

c) Sea f: |a,b] — R integrable y supongamos que |f| también es integrable. De-

mostrar que
b b
[ol< [

Sean f: [a,b] — R integrable y ¢ € R. Demuestre que

/ b+cf1'—c

Demostrar la proposicion 14.

Demostrar el lema 15.
Demostrar la proposicion 16.

Sean f,g: [a,b] — R funciones acotadas y sea P € P([a,b]). Argumente de manera
detallada porqué

m;(f + g, P) > m;(f, P) +m;(g,P), v M;(f+P)<M(f,P)+ Mg, P).
Sean a,b > 1. Demuestre que
a1 b1 ab1
/—dt+/ —dt:/ Lat.
1t 1t 1

Sea f: [a,b] — R continua e integrable. Demuestre que existe ¢ € [a, b] tal que




