Series

Definicién 1. Sea (x,)nen una sucesion en R. Definimos la sucesion de sumas parciales
(Sn)nen de (Tn)nen de manera recursiva:

S1 = E T = Ty

k=1

n+1 n
Spt1 = E Ty = Tpy1 + E L.

k=1 k=1

Si la sucesion (Sy,)nen converge, mos referimos a su limite como la suma de la serie y
decimos que la sucesion (x,)nen €s sumable. La serie serd denotada de la siguiente manera:

0. ] n

E z = lim s, = lim g Tk.
n—o0 n—oo

k=1 k=1

Como nos interesa la convergencia de la sucesion de sumas parciales, reformulamos el
criterio de convergencia sucesiones de Cauchy para sumas.

Proposicion 2. Sea (zr)k € N una sucesion en R. Entonces, (vg)ren €s sumable si y
solo si para cada € > 0 existe N € N tal que para todos n,m > N, n > m,

|Tmi1 + -+ | <e.

Proposicién 3. Sean a,b € R y (zx)ren, (Yr)ren tales que

Z Tp=a, Y Z Yk = b.
k=1 k=1
Entonces,

a)

Z(m+y)k =a+b.
k=1
b) Sea a € R. Entonces,
Z(ozx)k = ac.
k=1
Demostracion. Ejercicio. O



Lema 4. Sea (x)ren una sucesion sumable. Entonces,

lim z; = 0.
k—o0

Demostracion. Denotamos por (s,)nen @ la sucesién de sumas parciales. Notamos que
para cada n € N,
Tp+l = Sn+1 — Sn-

Pasando al limite de ambos lados de la igualdad, tenemos
lim zj = lim (8,01 — $,,) = 0. H
k—o00 n—00

El lema anterior no da una condicion suficiente para la convergencia de series. Es decir,
existen sucesidénes que convergen a () pero no son sumables.

Ejemplo 5. Consideramos la sucesion (%)keN.

Como la sucesion de sumas parciales es creciente, basta analizar una subsucesion. Sea
a: N = N, a(k) = 2¥. Se puede verificar por induccién que para cada k € N,

k
Sa(k) = 14 5
Por lo tanto, la sucesion de sumas parciales no es acotada.

Ejemplo 6. Sea a € (—1,1). Consideramos la sucesion (a*)ren. Veamos que esta sucesion
es sumable.

Para cada n € N, denotamos por S, a la n-ésima suma parcial. Entonces, para cada
n,méeN, sin>m,

S = S| = @™ 4 -+ 4 a”|

anJrl _ an+1

1—a
Como |a| < 1, se tiene que |a|™™, |a|™ < 1. Luego,

|a|n+1 + |a‘m+1 < )

1—a 1l—a’

‘a|m+1

Recordemos que limy,_,o a® = 0. Por lo tanto, (Sy)nen es de Cauchy. Es decir, la sucesién
(a*)ren es sumable. Notamos que

Spp1=a+a*+---a"+a"!
=a+ala+---+a")
=a+ aS,.



Luego, tenemos la identidad

Spi1 — aS, = a. (1)

Denotamos por S a la suma de la sucecion. Entonces, al tomar el limite en (1), tenemos

S—aS=a
S(l—a)=a
a
S_l—a'

Ast, para cada a € (—1,1),

- a
E at = .
1—a
k=1
La siguiente proposicion se sigue inmediatamente de la teoria de sucesiones.

Proposicién 7. Sea (zy)reny una sucesion de nimeros reales no negativos. Supongamos
que (Sp)nen €s acotada. Entonces, (zy)ren €s sumable.

Definicién 8. Sea (zj)ren una sucesion en R. Decimos que Y oo,z es absolutamente
sumable si (|zk|)ren es sumable.

Proposicién 9. Sea (rp)reny una sucesion absolutamente sumable. Entonces, (xy)i es
sumable.

Proposicién 10. Sean (zx)ren Y (Yr)ren Sucesiones de nimeros reales no negativos tales
que para cada k € N, x < yp. Supongamos que (yr)ren €s sumable. Entonces, (xy)ken €S
sumable.

Proposicion 11. Sean (xg)ken ¥ (Yk)ren Sucesiones tales que

lfm 2% # 0.
k—oo Z/k

Entonces, (zy)ren es sumamble, si y solo si (Yx)ren €s sumable.

Demostracion. Sea ¢ = limy_, z—: Entonces, existe N € N tal que para k > N,

—Tp < Yp < CTg.
C

Asi, el resultado se sigue de la proposicién 10. O]

Los siguientes resultados se siguen de la convergencia de la serie geometrica (Fjem-
plo 6).



Proposicion 12. Sean (xj)ren una sucesion en R y r € (0,1) tal que existe N € N tal
que para todon > N,
1
|z, |7 <.

Entonces, (zx)ren €s absolutamente sumable.
Sir > 1, la serie diverge.

Corolario 13 (Criterio de la raiz enésima). Sea (zy)ren una sucesion en R y sea r =

. 1

limy o0 |25| %
1. Sir <1, la sucesion es absolutamente sumable.
2. Sir>1, la serie diverge.

Proposicién 14. Sea (zp)ren una sucesion en R tal que para cada k € N, xp # 0.
Supongamos que existe v € (0,1) tal que para todo k € N,

Tk41
T

<r

Entonces, (zx)ren €s absolutamente sumable.

Sir>1y % > r, la serie diverge.

Corolario 15 (Criterio del cociente). Sea (zg)ren una sucesion en R tal que para cada
kEeN, xp #0. Sea r = limy,_,y mkzl.

xT

1. Sir <1, (zx)ken es absolutamnte sumable.

2. Sir>1, la serie diverge.

Ejercicios

1. Determinar la convergencia o divergencia de las siguientes series. De ser posible,
encontrar su suma

a) Yo, 4ik-
b) Yo B
c) Yoo, log <2%>.
o0 1 1
d) > pi (Tg - ﬁ)

o] 1
€) D i1 7
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2. Considere la serie

k=1

. Para qué valores de x se garantiza su convergencia?



