1. Swucesiones en R

Definicién 1 (Sucesion en R). Una sucesion en R es una funcion a: N — R. Para cada
k € N, el valor de a en k, se llama k—ésimo término de la sucesion.
Identificamos cada término de la sucesion con un subindice:

a(k) = ay.
Denotaremos a toda la sucesion por (ax)gen-
Denotaremos al conjunto de sucesiones en R por RY.

Definicién 2. Sea (ay)ren una sucesion en R. Decimos que (ay)ren €s acotada si existe
M > 0 tal que para cada k € N,

\ak| < M.
Es decir, la sucesion es acotada si los valores absolutos de sus términos forman un con-
jJunto acotado.

Ejemplo 3. Sea (xp)ken la sucesion en R tal que para cada k € N, zp = % En este
caso, los primeros 4 términos de la sucesion son
1 4
ay = 5% az = 3
9 16
as = Z’ aq = E
Ejemplo 4. Sea (zx)ren la sucesion en R tal que para cada k € N, x), = k%l Esta
sucesion es acotada, pues para cada k € N, 1 < k < k+ 1. Por lo tanto,
1 1
el = ’k:+1’ RS

Definicién 5. Sean (ag)ren, (bx)ren sucesiones en R y X € R.
i) Se define la sucesién suma ((a + b)*)ren, donde para cada k € N,
(a+0b) = ay + bg.
ii) Se define la sucesion producto ((ab)y)ren, donde para cada k € N,
(ab)y = agby.

iii) Se define la sucesion producto por escalar (Aay)gen, donde para cada k € N,

()\CL)k = )\ak.
Proposicién 6. Con las operaciones definidas en la definicion 5, RY es un espacio vec-
torial.
Demostracion. Ejercicio. O



2. Sucesiones convergentes

Definicién 7 (Sucesién convergente). Sea (xy)reny una sucesion en R. Decimos que
(Tk)ken €s una sucesion convergente si existe | € R tal que para cada € > 0 existe N € N
tal que para todon > N,

|z, — 1] <e.

En ese caso, decimos que | es el limite de la sucesion o que la sucesion converge a l y
escribimos

lim x, = L.
k—o00

Definicién 8 (Sucesion divergente). Sea (zx)ren una sucesion en R. Decimos que (Tg)ken
es una sucesion divergente si existe | € R tal que para cada M € N existe N € N tal que
para todo n > N,

T, > M.

En este caso, decimos que la sucesion diverge o que converge a infinito y escribimos

lim z, = +o0.
k—o0

Observaciéon 9. La definicion anterior no es la negacion de la definicion 2. Consideramos
la sucesion (xy)ren tal que para cada k € N, x), == (—1)*k. Esta sucesion no satisface
ninguna de las dos definiciones.

Proposiciéon 10. Sea (xp)ren una sucesion convergente en R. Entonces, su limite es
unico.
Demostracion. Supongamos que existen [, o € R tales que

lim x, =1, lim zp = [5.
k—o0 k—oo

Probaremos que [; = ls mostrando que |l; — 3] = 0. Como el valor absoluto es una funcién
no negativa, tenemos la desigualdad 0 < |l; — [5].

Por otro lado, sea ¢ > 0. Por la definicion 7 existen Ny, No € N tales que si j > Ny y
k > N, entonces

€ €
’l’j—lll <§, |Ik—12| <§.
Sea N = méx{Ni, No}. Entonces,
=l =] oy +anvag =L < |h—ana| + |l —ova] <e

Como ¢ fue arbitrario, se satisface que para cualquier £ > 0, |l; — 5| < e. Por lo tanto,
|l — o] <0.
Asi, concluimos que |l; — 3] = 0y por lo tanto, [; = l5. ]
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Proposicién 11. Sea (zy)ren una sucesion convergente en R. Entonces, la sucesion es
acotada.

Demostracion. Ejercicio. O]

Proposicién 12 (Propiedades de los limites). Sean (ag)ken, (bk)ren sucesiones conver-
gentes en R. Entonces,

i) limy_oo(a + b)) = limy_so0 ag + iy o0 by
ii) Sea v € R. Entonces, limy_, (va)r = v 1limyg_, o ay.
iii) Hmy_ o0 (ab) = limy o0 ag 1limy,_ o by
i) Supongamos que limy_,oo by # 0. Entonces, limy_, o (%)k = m—z?}:

Demostracion. Hacemos [y = limy_ o0 ap v Iy == limyg_,oo by.

i) Sea ¢ > 0. Entonces, existen N7, Ny € N tales que si n > N; y j > Ny, entonces
€

9
|ak—l1|<§, |bj—l2|< 9

Sea N = méax{Ny, No}. Entonces, si m > N,

|a—|—b—l1—l2|§|a—l1|+|b—l2|<5

ii) Sea e > 0. Si v = 0, se tiene el resultado. Supongamos que v # 0. Entonces, existe

N e N tal quesin > N,

€
|an — l1| S —.

]

Luego, para cada n > N,

[yan —vl| =l |an — b <e.

iii) Ejercicio.
iv) Ejercicio. O

Lema 13. Sea (zy)ren una sucesion convergente en R y sea p € N. Definimos la sucesion
(yr)ren de modo que para cada k € N, yp, = xPE. Entonces, limy_,o yr = limp_o0 2.

Demostracion. Ejercicio. O



3. Sucesiones monotonas

Definicién 14. Sea (x,)neny una sucesion en R. Decimos que (xy)gen €s mondtona cre-
ciente o creciente si para cada k € N,

T < Th41-
Decimos que la sucesion es monotona decreciente o decreciente si para cada k € N,
Ti+1 < Tk

Ejemplo 15. Sea (F),)nen la sucesion definida de manera recursiva como Fy =1, Fy =1
y para cada k > 2, Fyy1 = Fp+Fy_1. Como cada término es no negativo, se puede verificar
por induccion que la sucesion es creciente. También, por induccion se puede demostrar
que para cada k € N, Fy, > k. Por lo tanto, la sucesion no es acotada.

Proposicién 16. Sea (zy)ren una sucesion en R creciente y acotada. Entonces, (xy)ken
es convergente y
lim zj, = sup z;.

Demostracion. Como la sucesion es acotada, supjcy 2, estd bien definido. Sea ¢ > 0y
hacemos a = sup,cy . Entonces, existe m € N tal que,

a—e<zrm<a<a-+te.
Como la sucesién es creciente, para todo n > m se satisface
a—e<zx,<a-+te.
Es decir, para todo n > m, |z, — a| < €. Luego,

lim x, = supz;. O
k—o0 ; J
jeN

Ejemplo 17. Sea a € (0,1). Consideramos la sucesion (xy)ren tal que para cada k € N,
xy, = a®. Verificaremos que la sucesion converge y hallaremos su limite.
Por induccion, veamos que la sucesion es decreciente:

k =2 Se tiene inmediatamente r1 = a > a® = .
k+ 1 Suponemos que xp_1 > ag. Notamos que
k+1 k

Tpy1 = @ =aa’ = aTp < Tg.

Por lo tanto, para cada k € N, xy > xy41. Es decir, (xg)ren es decreciente.
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Observamos que para cada k € N, a* > 0. Es decir, 0 es una cota inferior de la sucesion.
Por la proposicién 16, la sucesion converge. Sea w = limy_,o a*. Sabemos que para cada
k € N, xr1 = axy Tomando el limite de ambos lados de la igualdad, la ecuacion

w = aw
Como 0 <a<1,w=0. Es decir,

lim a* = 0.
k—o00

Ejemplo 18. Sea (x,)nen la sucesion definida de manera recursiva como x1 = 1, y para
3xp+4
2x+3°
Por induccion verificamos las siguientes propiedades:

Verificaremos que la sucesion converge y hallaremos su limite.

cada k > 1, xy1 =

a) Los términos de la sucesion son positivos. Es decir, para cada k € N, x; > 0.

b) La sucesion es acotada. En particular, 2 es una cota de la sucesion. Es decir, para
cada k € N, 2 > x;.

c) La sucesion es creciente. Es decir, para cada k € N, x41 > xg.

Demostracion.  a) Para k = 1, se tiene inmediatamente x; = 1 > 0.

Suponemos que para algin k£ € N, x; > 0 y demostraremos que xjy; > 0. Sin
embargo, esto también es inmediato, pues 3z +4 > 0y 2z, + 3 > 0. Luego,

32, + 4
LI

Trr1 = 22 + 3 .

b) Para k = 1, se tiene la desigualdad z; =1 < 2.
Suponemos que para algin k € N, x; < 2 y demostraremos que z,; < 2. Calcula-
mos la diferencia
3oy +4  Adxp+6—3wp—4  2xp+2
2w, +3 2z + 3 2w+ 3

2— Ty =2

Por el inciso a), z > 0. Entonces, 4z, —2 > 0y 2z, +3 > 0. Asi, 2 — 2341 > 0.
Esto es, 2 > xj41.

c) Para k =1, veamos directamente

3+4 7
Ty=——=->1=u.

2+3 5
)



Supongamos que xj > 1 vy demostraremos que zy.1 > xx. Como en los incisos
anteriores, calculamos
C Bxp+4 3rp+4 Tp — Th_1

ka +3 2£L'k,1 +3 (2$k -+ 3)(21’]6,1 —+ 3) ’

Tp+1 — Tk

Por la hipétesis de induccion, xp —x,_1 > 0y por el paso anterior, para cada k € N,
xp > 0. Asl xp1 > 74
Por la proposicion 16, (zx)ren converge. Sea | = limy_, 5. Por la proposicién 12,

lim 24, — lim 3x, + 4 _ 3limy_ oo T + 4
k—oo k—oo 2z +3  2limy_,oo i + 3
Es decir,
_3l+4
T 2+3
Para hallar el valor de [, resolvemos la ecuacién 2[?> — 4 = 0. Como los términos de la
sucesién son positivos, tomamos la solucién positiva. Por lo tanto, | = /2. O

4. Sucesiones de Cauchy y Teorema de Bolzano—Weierstrass

Definicién 19. Sea (xp)reny una sucesion en R y a: N — N una funcion creciente.
Diremos que la sucesion (Tok))ren €s una subsucesion de (xy)ken-

Proposicién 20. Sean (z;)ren una sucesion y (Towm))ren una subsucesion. Sea a € R y
sopongamos que limy .o, rp = a. Entonces,

lim z,) = a.
k—o00 a(k)

Demostracion. Ejercicio. O]

Proposicién 21. Sea (xy)ren una sucesion. Entonces, existe una subsusecion de (Ty)ren
que es decreciente no estrictamente o creciente no estrictamente.

Demostracion. Vamos a demostrar que la sucesion tiene una subsucesion creceinte. El
otro caso se hace de manera similar.

Sea n € N. Diremos que z, es un punto valle de la sucesion si para cada m > n,
S

Entonces, (2, )nen tiene una cantidad finita de puntos valle o una cantidad infinita. Si
tiene una cantidad infinita, entonces existen ny,...,ng,... € Ntalesqueny <np, < ---y

Tpy S Tpy S 000 S Ty, <o
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Haciendo a: N — N mediante a(j) = x,,;, tenemos que (Z4(;))jen €s una subsucesién con
las caracteristicas requeridas.
Si (2, )nen tiene una cantidad finita de puntos valle, entonces existe k € Ny ny, ..., ng €
N tales que ny < ---<npy
Tpy < py <--- < Ty,

Hacemos o: N — N mediante

a(j)::{nj, jefl,... k}

Entonces, (Z4(j))jen €s una subsucesion con las caracteristicas requeridas. O

Teorema 22 (Bolzano—Weierstrass). Sea (zx)ren una sucesion acotada en R. Entonces,
(2%)pen tiene una subsucesién convergente.

Demostracion. Por la proposicién 21, (x)ren tiene una subsucesion mondtona, digamos
(Ta@k))ken. Como (zx)ren es acotada, también lo es (k) )ren. Por la proposicién 16,
(Ta(k))ken €s convergente. O

Definicién 23 (Sucesiones de Cauchy). Sea (xy)ren una sucesion en R. Decimos que la
sucesion (xy)ren es de Cauchy, si para cada ¢ > 0 existe N € N tal que si n,m > N,
entonces

|z, — x| < €.

Proposicién 24. Sea (zy)ren una sucesion de Cauchy en R. Entonces, (xy)ren €s aco-
tada.

Demostracion. Como la sucesiéon es de Cauchy, existe N € N tal que sin,m > N, entonces

o0 =] < 5

Ty — T < =.
2

Luego, para cada p > N, utilizando la desigualdad del tridngulo, |z,| < 3 + |[zn41].

Haciendo M = max{|z1|,...,|zn]|, 3 + |2n41]}, tenemos el resultado. O

Proposicién 25. Sea (xy)ren una sucesion en R. Entonces, (xy)ren es de Cauchy si y
solo si (Tg)ren €s convergente.

Demostracion. =) Supongamos que (xy)ren es de Cauchy. Por la proposicion 24 y por el
teorema 22, (z)ren tiene una subsusecion convergente. Es decir, existen a: N — N
creciente y a € R tales que limy_, Tok) = a.
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Veamos que la sucesién original (xy)keny converge a a. Sea € > 0. Como (&g )ken €S
de Cauchy, existe N; € N tal que si n,m > Nj, entonces

£
|Tp — T| < 3

Por otro lado, limy_.n 74x) = a. Entonces, existe Ny € N tal que si p > N, entonces

13
alp) — al < =.
|[Za@) — a 5

Haciendo N = max{Ny, Na}, si n > N, tenemos

|l‘n - a'| S |wn - xa(N+1)| + |xa(N+1) - al <E.

<) Ahora, suponemos que (zj)reny €s convergente. Entonces, existe a € R tal que
limy_,o0 1 = a. Sea € > 0. Existe N € N tal que si n > N,

£
|z, —a| < 3

Por lo tanto, si n,m > N, se satisface

|Tn — Tm| < |xp —a| + |zm —a| < e. O

Ejercicios
1. Demuestre la proposicion 6.

2. Determine si las siguientes son sucesiones convergentes. De ser asi, proponga el limite
y demuestre que la sucesion converge a este punto.

s Sea (xy)gen la sucesion en R tal que para cada k € N, xy, == kiﬂ
= Sea (xy)gen la sucesion en R tal que para cada k € N, xy, == %
= Sea (xy)ken la sucesion en R tal que para cada k € N, xy, == %
» Sea (7 )ren la sucesion en R tal que para cada k € N, xy, = 3k22—]j-1

3. Demuestre el lema 13.
4. Demuestre la proposicion 10.

5. Demuestre la proposiciéon 11.



10.

11.

12.

13.

. Sean (x)ken ¥ (2k)ken Sucesiones tales que () ren converge a 0y (2x)ren €s acotada.

Demostrar que la sucesién ((xz)y)gen converge a 0.

Sean L € R, y (ax)ren, (bk)ren, (Ck)ren sucesiones tales que para cada k € N,
ar <cp < by

lim a; = lim b, = L.
k—o0 k—o0

Demostrar que limg_,o cx = L.

En los siguientes ejercicios, mostrar que las sucesiones son monétonas y acotadas.
Ademas, encontrar sus limites:

a) 1 =2y para cada k > 1, x4y = 252,

b) x; =1y paracada k > 1, z;4 = ?)Ef_xi

c) 1 =1y paracada k > 1, Tp11 = /2 + 4.
Sean a,b € R no negativos. Sean (a,)nen ¥ (bp)nen tales que a3 = a, by = b y para
cadan € N,

Ap4+1 = a'nbn7 bn—i—l =

Demostrar que lim,, o a, = lim,, s b,.

Sea (xx)ren una sucesion de Cauchy en Ry sea (2q(x))ren una subsucesién. Demues-
tre que (Ta(k))ren es de Cauchy.

Demuestre que la sucesion (k%) es de Cauchy.

keN

Sea (7%)pey una sucesién en R tal que para toda k € N, |[2F — 2FFL| < (kil)!.

Demuestre que (z*),cn es de Cauchy.

Sean (Zg)ken V (Yr)ren sucesiones de Cauchy en R. Utilizando la definicién 23,
demuestre que (zx + yx)ren es de Cauchy.
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