Sucesiones de funciones
Definicién 1. Sea A CR, A # @ y para cadan € N, estd dada una funcion f,: A — R.
Entonces, (fn)nen €s una sucesion de funciones en A.

Definicién 2. Sean (f,)nen una sucesion de funciones en A y f: A — R. Decimos que
(fn)nen converge puntualmente a f si para cada v € A,

Jim fo(z) = f(2).
En este caso escribimos f, — f.

Vale la pena resaltar, que por unicidad del limite de una sucesién de nimeros reales,
el limite de puntual de una sucesion de funciones es tinico.

Ejemplo 3. Sean f,: [0,1] = R, f.(z) =2" y f:[0,1] — R,
0, 0<z <1,
x) =
f@) {1, z=1.
Entonces, f, — f.

En este ejemplo, cada f, es continua, sin embargo su limite puntual no lo es. De igual
modo, cada f,, es diferenciable en todo su dominio, pero f no es diferenciable en 1. Ahora,
si consideramos la sucesion de integrales,

1 1 1
lim [ fu(z)dz = lim =0= / lim f(z)dw.
0

n—oo J, n—oon + 1 n—00

Ejemplo 4. Sean f,: [0,1] — R, f,(t) = 2nt ey f: [0,1] = R, f(t) = 0 para todo
t €[0,1]. Entonces, f, — f.
En este caso, cada f,, es continua y diferenciable en [0, 1] y el limite también lo es. Sin

embargo,

1 1
lim fo(z)dz = lim 2nze™™ dr = lim (1 —e™) =1.

n—oo Jq n—oo Jq n—0o0
1
/ f(z)dx = 0.
0
Por lo tanto,
1 1
lim/ ful(z) d:zc;«é/ lim f,(z)dz.

Para garantizar que las propiedades de las funciones se conservan en el limite, es necesario
considerar otro tipo de convergencia.



Definicién 5. Sean A C R, A # &, (fn)nen una sucesion de funciones en Ay f: A — R.
Decimos que (fn)nen converge uniformemente a f en A si para todo € > 0, existe N € N
tal que para cada n > N,

|fu(z) = f(2)] <6, Vre A.

Proposicién 6. Sea (f,)nen una sucesion de funciones en A y f: A — R tales que
(fn)nen converge uniformemente a f. Entonces, (fn)nen converge puntualmente a f.

Demostracion. Ejercicio. O]

Ejemplo 7. Sean A = [=5,5], (fu)nen, fu(z) = M yf:A—=R, f(z) = 2z
Entonces (f,)nen converge uniformemente a f en A.

Demostracion. Sea e >0y x € A. Entonces,

2zn + (—1)"z?

|[fo(2) = f2)] =

<

Por la propiedad arquimediana existe N € N tal que % < e. Por lo tanto, (f,)nen converge
uniformemente a f. m

Proposicién 8. Sean A CR, A # &, (fn)nen una sucesion de funciones en Ay f: A —
R. Entonces, (fn)nen converge uniformemente a f en A si y solo si existe una sucesion
(M) pen, tal que

n—oo €A
Demostracion. Ejercicio. O

Proposicién 9. Sean A CR, A # &, (fn)nen una sucesion de funciones acotadas en A
y f: A= R tal que (fn)nen converge uniformemente a f en A. Entonces, [ es acotada

en A.
Demostracion. Ejercicio. O

Proposicién 10. Sean A C R, A # &, (fu)nen una sucesion de funciones continuas en
Ay f: A— R tal que (fn)nen converge uniformemente a f en A. Entonces, f es continua
en A.



Demostracion. Seac € Ay e > 0. Veamos que f es continua en ¢. Como ( f,,)nen converge
uniformemente a f, existe N € N tal que sin > N, para cada z € A, |f,(z)— f(x)] < /3.
Ademas, cada f, es continua, por lo que existe 6 > 0 tal que si |z — ¢| < §, entonces
|fvi1(z) — fvya(e)| < €/3. Por lo tanto, si z € A, tal que |x — ¢| < §, entonces

|f(z) = flc)| = |f(x) = fnpr(x) + frga(z) — faga(e) + fuga(e) — f(o)]
<[f(@) = fyvaa(@)] + [fvi1(x) = [y ()] + [fara(e) = f(o)]

< e. ]

Proposicién 11. Sean A C R, A # &, (fu)nen una sucesion de funciones integrables
en Ay f: A — R tal que (fp)nen converge uniformemente a f en A. Entonces, [ es

integrable en A y
/ f=1lm [ f,.
A n—oo A

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, suponemos que A = [a, b]. Sea e > 0. Entonces,
existe N € N tal quesin > N,

() = f2)] <

=) Ve la,bl.

Por otro lado, como fy. es integrable. existe P € P([a,b]) tal que

U(fN-i-lvP) - L(fN-I—hP) <

DO | ™

Como cada f, es acotada, por la proposicién 9, f es acotada. Entonces, cada M;(f, P) y
m;(f, P) estan bien definidas. Ademas,

£ 9

M](ﬁP) < Mj(fN+1,P)+ 4(b—a)’ m](f,P) ij(fN-i-laP) - 4(6—&)

Luego,

U(f,P) M;(f, P)(t; = i)

[
NE

1

.
Il

NE

(Mj(fN+1>P) + 4(()6_ a)> (t —tj-1)

1

€
=U(fn+1, P) +Z-

<.
Il

De igual manera,

L(f,P) > L(fN+17P) - Z



Por lo tanto,

U(f,P) = L(f, P) <U(fxs1, P) = L(fns1, P) + = < c.

2
Asi, f es integrable. Entonces,
Cnl=|[ -
/ 7~ 1
(b— a)m = Z O

Proposicion 12. Sean A CR, A # &, (fn)nen una sucesion de funciones diferenciables

en Ay f: A— R tal que (fn)nen converge puntualmente a f en A y fl converge uni-

formemente a alguna funcion g en A. Entonces, f es diferenciable en [a,b] y para cada

re A fl(x)=1lm, e fl(x).

Demostracion. Ejercicio. O
Ejercicios
1. Sean (f,,)nen una sucesion de funciones en A C R tal que para cada n € N, f, es

creciente y f: A — R tal que (f,,)nen converge puntualmente a f en A. Demostrar
que f es creciente.

. Dar un ejemplo de una sucesion de funciones acotadas que converge puntualmente

a una funcién no acotada.

Realizar un dibujo donde se ilustre la diferencia entre la convergencia puntual y la
convergencia uniforme.

Demostrar la proposicion 6.

. Demostrar la proposicion 8.

Enuncie una “condicion de Cauchy” equivalente a la convergencia uniforme. De-
muestre que esta condicion es en efecto equivalente a la convergencia uniforme.

Demostrar la proposicion 9.

. Demostrar la proposicion 12.



9. Para cada n € N, sea f,: [0,1] = R, f.(x) = % y f:]0,1] — R, tal que para

cada = € [0,1], f(x) = 0. Demuestre que f, converge uniformemente a f.



