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1. Producto interno, normas y distancias

1.1. Preliminares

A lo largo de este curso consideraremos R™ definido de la siguiente forma
R" = {(z1,...,2,): Vj€{1,...,n}, z; € R}

Cada elemento de R™ es una n—tupla de nimeros reales. Si a € R", denotaremos sus
componentes (o entradas) con el mismo simbolo y subindices, es decir

a=(ay,...,a,)
Dos tuplas son iguales si cada una de sus entradas son iguales entre si, es decir,
Ve,y e R", v =y <= Vje{l,...,n}, z; =y,

Definicién 1.1. Sean z,y € R* y A € R. La suma de n—tuplas se define entrada por
entrada:
T4y = (T1+ Y, T+ Yn) = (@ + Yr)ior-

La multiplicacion de n—tuplas por escalares se define entrada por entrada:
AT = (AT, Ary) = (Axy)T.

Con estas operaciones, R™ es un espacio vectorial.

1.2. Producto interno

Definicién 1.2. Sea V un espacio vectorial real. Una funcion p: V x V — R se llama
producto interno en V' si satisface las siguientes propiedades:

a) p es lineal respecto al primer argumento:

p(Ar +y,2) = Ap(x,2) +ply,2), Va,y,z€V, VAER

b) p es simétrica:
p(x,y)zp(y,x), vx,er

c) p es definida positiva:
p(x,z) >0, Vo e V\{0}.
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Con estas propiedades es posible concluir propiedades adicionales de los productos
internos.

Proposicion 1.3. Sea V un espacio vectorial real y p: V xV — R. Entonces, p es lineal
respecto al sequndo argumento, es decir,

p(x, Ay +2) = Ap(z,y) +p(z,2), Va,y,z€V, VAER

Un espacio vectorial puede tener varios productos internos. Cuando el producto interno
estd fijo, una notacion habitual para él es (-, -). Asi, en lugar de escribir p(z,y), escribimos

(z,y).

Proposicién 1.4 (Desigualdad de Cauchy—Schwarz). Sean z,y € R"™. Entonces,

((z,9))* < (2, 2)(y, y).

Demostracion. Si xz = 0, se tiene la igualdad.

Si z # 0, hacemos \ := éiz; y z = y — Azx. Utilizando la linealidad del producto
(=

interno, observamos que (z,z) = 0. Luego, (z,z) = (y,y) — (a—ya>>)2 Como el producto
interno es definido positivo, se cumple la desigualdad deseada. O]

Definicién 1.5 (Producto interno canénico). Definimos (-,-): R* x R" — R,

(z,y) = Z LY
j=1

(-,+) se llama producto interno candnico en R™.

En adelante, consideraremos R"™ con el producto interno candénico, a menos que se
especifique de otro modo.

1.3. Norma
Definicién 1.6 (Norma en un espacio vectorial). Sea V' un espacio vectorial real. Una
funcion || - || V — R se llama norma si satisface las siguientes propiedades:
a) || - || es subaditiva:
le+yll <zl +llyll, — Ve,yeV.
b) || - es absolutamente homogénea:

Irzl = AM|lz]l, Yz eR, VAeR.
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c) ||| es definida positiva:

|| >0, Ve V\{0}.

Si || - || es una norma, (V,|-||) se llama espacio normado.
Un espacio vectorial puede tener varias normas. En R", por ejemplo, tenemos

a) La norma 1, definida como || - [|;: R" — R,
Il =) layl.
j=1
b) La norma 2, definida como || - ||2: R* — R,

2 =

¢) La norma infinito, definida como || - ||oc: R™ — R,

l2lloo i= méx ]

Proposicién 1.7. Sea V' un espacio vectorial real con producto interno (-,-). Entonces
N:V — R, definida como
N('qj) = <{E, x)?

es una norma en V.

Demostracion. Las propiedades absolutamente homogénea y definida positiva, se siguen
de las propiedades del producto interno. La propiedad absolutamente homogénea se sigue
de la linealidad del producto interno y de la proposicién 1.4. O]

En lo siguiente, siempre consideraremos R™ con la norma inducida por el producto
interno candnico (la norma 2, ||-||2) a menos que se especifique de otro modo. Denotaremos
esta norma simplemente por || - ||.

La siguiente definicién y el lema que sigue de ella son importantes para demostrar la

proposicién 1.10.
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Definicién 1.8. Sea g : R — R. Se dice que g es una funcion coéncava si para cada
a,b € R y para cada X € [0, 1] se satisface

(1 =A)f(a) + Af(b) < F((1 = A)a+ Ab).

Lema 1.9. Sea g: [0,+00) — [0, 4+00) una funcion creciente, concava y tal que g(0) > 0.
Entonces, g es subaditiva, esto es, para cada a,b > 0 se cumple la desigualdad

gla+b) < g(a) +g(b).

Demostracion. Sean a,b € [0,4+00). Si a = b = 0, el resultado se tiene inmediatamente.
Supongamos que a # 0. Entonces por la concavidad de g se obtienen las siguientes
desigualdades:

a b b a
— b) < ——g(0) + —— b) < 0 b) | =
Salan) < a0+ gty <o (0 e n)) = )
da+b) < - g0)+ ——gla+b) < g (04 —"(a+b)) = glb)
at+ b atb’ at ) =9\axb Tato" -9
Sumando los extremos de estas desigualdades tenemos el resultado. O

Proposicién 1.10. Sea x € R™. Entonces, para cada j € {1,...,n},
|| < [lzf| < [[]]s-

Demostracion. Sea j € {1,...,n}. Para cada k € {1,...,n}, 2 > 0. Como la funcién
raiz cuadrada es creciente,

7| = y/2} <

Por otro lado, es facil ver que la raiz cuadrada satisface la definicién 1.8 y las hipotesis

del lema 1.9. Entonces, aplicando el lema 1.9 a cada entrada del vector x, tenemos

n
lzll < ll- O
k=1

Corolario 1.11. Para cada x € R”,

[l < [l < {lfls-
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1.4. Distancia

Definicién 1.12. Sea X un conjunto. Una funcion d: X x X — R se llama distancia en
X si satisface las siguientes propiedades:

a) d(z,y) > 0 para todos x,y € X.
b) Six,y € X satisfacen d(z,y) =0, entonces x = y.
c) d(z,y) = d(y,z) para todos x,y € X.
d) Para todos x,y,z € X, d(z,2) < d(x,y) + d(y, z).
Si d es una distancia en X, entonces (X, d) es un espacio métrico.

Definicién 1.13. Sea V' un espacio vectorial con norma || - ||. Entonces la distancia
inducida por la norma, d.: V x V — R, se define como

dyy(z,y) = |lz —yl.

Proposicién 1.14. Sea (V,|| - ||) un espacio normado. Entonces, (V,dy.) es un espacio
métrico, es decir, d|.| es una distancia en V.

Demostracion. Se sigue de las propiedades de la norma. O

En R”, la distancia inducida por la norma 2 se llama distancia euclidiana. En adelante
consideraremos siempre R™ con esta distancia a menos que se especifique de otro modo.

1.5. Ejercicios

1. Verifique que R"™ es un espacio vectorial con las operaciones definidas al inicio de la
seccion.

2. Verifique que el producto interno canénico en R™ es un producto interno.

3. Sea V un espacio vectorial real y p € N. Sean uy,...,up,v1,...,v, € V y sean
ar, ..., B1,. .., B, € R Demuestre la igualdad:

p p p p
(3o ) = 3 o
j=1 k=0 j=1 k=1
4. En R? considere la funcién p: R? x R? — R donde,
p(x,y) = 2191 + 3x1y2 + 5T2y1 + 272y,

Verifique que p es un producto interno en R2.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Escriba de manera detallada la demostracién de la proposicion 1.4.

De una condicion necesaria y suficiente para tener la igualdad en la proposicion 1.4.
Demuestre su afirmacién.

Demuestre que || - [[1, || - [|2 ¥ || - [[oc Son normas en R™.

. Sean z,y € R™. Decimos que z y y son ortogonales si (z,y) = 0. Demuestre que si

x y y son ortogonales, entonces

Iz +yll* = ll2]* + [ly]I*

Sea V' un espacio vectorial con producto interno (-,-) y sean a,b € V. Demuestre
que
lall = 11bl] < [[a = b].

Sea V un espacio vectorial con producto interno (-, ) y considere su norma inducida.
Determine cudndo se cumple la igualdad ||z + y|| = ||=|| + |||

Sean x,y € R™. Demuestre la identidad del paralelogramo:

Iz +yll + llz =yl = 2(lll + [ly]))*.

Verifique que la funcién raiz cuadrada satisface las condiciones de la definicién 1.8
y las hipétesis del lema 1.9.

Escriba de manera explicita la norma inducida por el producto interno y la distancia
inducida por la norma del ejercicio 4.

Demuestre el corolario 1.11 y redacte una interpretaciéon geométrica.

De una demostracién detallada de la proposicién 1.14.



2 Topologia de R™ 9

2. Topologia de R"

2.1. Preliminares: Familias de conjuntos

Sea X un conjunto. Denotamos el conjunto potencia de X como P(X) y al comple-
mento de X por X°¢.

Definicién 2.1. Sean X e I conjuntos yU C P(X). Una familia de conjuntos indezada
en I es una funcion f: I —U.

Los elementos de la familia son los valores de la funciéon f. En este caso, denotamos
por U, a cada uno de los valores de f, es decir, si f: I — U es una familia de conjuntos,

Ua = f(a).
Asi, denotamos a la familia de conjuntos como (Uy)ae;-

Ejemplo 2.2. Sean X un conjunto no vacio, I :=={1,2,3}. Sean R,S,T C X. Definimos
f: I —={R,S, T} mediante f(1) =R, f(2) =S y f(3) :=T. Entonces, Uy = R, Uy = S
yUs =T, y (Us)acr = (U1, Uz, Us) = (R, S,T).

Ejemplo 2.3. Para cada n € N considere el conjunto (%, 1) C R. Entonces, la funcion
f: N = P(R) donde f(n) = [%, 1] es una familia de conjuntos. Un modo convencional
de denotar a esta familia es ([%, 1})n€N.

Definicién 2.4 (Unién de una familia arbitraria de conjuntos). Sea (Uy)aer una coleccion
arbitraria de conjuntos. Entonces,

T E UUa <~ daecl, xe€U,.

ael

Definicién 2.5 (Interseccién de una familia arbitraria de conjuntos). Sea (U, )aecr una
coleccion arbitraria de conjuntos. Entonces,

r€(\Ua < Vacl, zel,.

ael

Ejemplo 2.6. Considere la familia ((0 1))n€N. Entonces, | Jen (O, %) =(0,1).

Demostracion. Si v € (J,oy (0,%), existe £ € N tal que =z € (0,%). Luego, 0 < =z y
x < 1+ < 1. Porloqueze(0,1).

Si x € (0,1), por la propiedad arquimediana existe ny € N tal que % > nyg, esto es,
1 1 1
o > . Por lo tanto, x € (O, n—0>. Luego, z € Uyen (0, 7)- O



10 2.2 Conjuntos abiertos y cerrados

Ejemplo 2.7. Considere la familia ((—l l))neN. Entonces, ﬂneN( L l) ={0}.

n’n n’n

Demostracién. Es claro que para cadan € N, {0} € (=%, 1). Luego, {0} € oy (—1, 2).

Seax € (),en (—%, %) Entonces, para cadan € N, —% <z < % De manera equivalen-

te, para cadan € N, 0 < |z] < % Es decir, z = 0. Por lo tanto, [, (— L l) c{o}. O

n’n

Proposicién 2.8 (Leyes de Morgan). Sea (U,)acr. Entonces se satisfacen
(l) (Uael Ua)c = mae[ U;

b) (mael Ua)c = Uael Us-

Demostracion. Ejercicio. O

2.2. Conjuntos abiertos y cerrados

Comenzaremos esta seccion con definiciones.

Definicién 2.9. Sea a € R™ y € > 0. Defintmos la bola con centro en a y radio € como
el conjunto
B(a,e) ={x e R": ||z —al <&}

Definicién 2.10. Sea A C R". Decimos que A es un conjunto abierto en R™ si para todo
a € A existe § > 0 tal que
B(a,d) C A.

Ejemplo 2.11. Para cada a € R" y cada € > 0, B(a,¢) es un conjunto abierto.

Demostracion. Sea x € B(a,e). Entonces, ||t — a| < €. Sea r = ¢ — ||z — a|| y sea
y € B(xz,r). Entonces, aplicando la desigualdad del tridngulo y acotando ||y — z|| < r,
tenemos

ly —all <lly —z| + [lz —af| <e.

Por lo tanto, y € B(a,e). Como y fue arbitrario, concluimos que B(z,r) C B(a,¢). Asi,
B(a,€) es un abierto en R™. O

Proposicién 2.12. Las siguientes afirmaciones son ciertas:
1. R™ y @ son conjuntos abiertos.

2. Sea (Uy)acr una familia de conjuntos abiertos. Entonces, |J,.; Ua es abierto.

acl

3. Sean Uy y Uy abiertos. Entonces, Uy NUsy es abierto.
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Demostracion. 1. Sea a € R". Entonces, B(a,1) C R", por definicién. Por lo tanto,
R™ es abierto. Por otro lado, & es abierto por vacuidad.

2. Sea x € |J,c; Ua- Entonces, existe a; € I tal que « € U,,. Sabemos que para cada
a € I, U, es abierto. Luego, existe 7 > 0 tal que B(z,7) C Us, € J,e; Ua- Por lo
tanto, (J,c; Ua es abierto.

3. Sea x € Uy (\Us. Entonces = € Uy y © € Us. Por lo tanto, existe r; > 0y ry > 0
tales que
B(l‘,’l“l) QUl, B(fL‘,TQ) QUQ

Hacemos r := min{ry,m}. Sea y € B(x,r). Entonces,
ly—zl| <r<r, |ly—zff <r<r.

Por lo tanto, y € B(z,m) C Uy y y € B(x,r9) C Us. Luego, B(x,r) C Uy (\Us. Es
decir, Uy [ U; es abierto.
]

Definicién 2.13. Sea V' C R". Decimos que V es un conjunto cerrado en R™ si V¢ es
abierto.

Note que las definiciones de abierto y cerrado no se excluyen entre si. Que un conjunto
no sea abierto no implica que sea cerrado y viceversa.

Proposicion 2.14. Las siguientes afirmaciones son ciertas:
1. R™ y @ son conjuntos cerrados.

2. Sea (Uy)acr una familia de conjuntos cerrados. Entonces, (,.; Ua €s cerrado.

ael

3. Sean Uy y Uy cerrados. Entonces, Uy |JUs es cerrado.

Demostracion. Ejercicio. O]

2.3. Puntos interiores, de adherencia y de acumulacién

Definicién 2.15. Sean X C R" ya € X. Decimos que a es punto interior de X si existe
e >0 tal que B(a,e) C X.
Definimos el interior de X, X°, como el conjunto de todos los puntos interiores de X :

X®={a€eX: 3r>0, Bla,r) C X}.
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Proposicién 2.16. Sea X C R™. Entonces X° es abierto.
Demostracion. Ejercicio. O

Definicién 2.17. Sean X C R" y a € R™. Decimos que a es punto de adherencia de X,
si para cada € > 0, B(a,e) N X # @.
Definimos la cerradura de X, X, como el conjunto de todos los puntos de adherencia

de X:
X ={yeR" Ve>0, B(y,e)NX # @}

Proposicién 2.18. Sea X C R". Entonces, X es cerrado.
Demostracion. Ejercicio. O
Proposicién 2.19. Sea X C R". Entonces X es cerrado si y solo si X = X

Demostracion. =) Suponemos que X es cerrado. De la definicién de X, tenemos X C
X. Por otro lado, sea a € X y supongamos que a ¢ X. Como X es cerrado, existe
r > 0 tal que B(a,r) C X°. Luego, B(a,r)[X # &, lo cual es una contradiccion,
pues a € X. Por lo tanto, a € X. Como a fue arbitrario, X C X.

<) Supongamos que X = X. Por la proposicién 2.18, se tiene el resultado.
m

Definicién 2.20. Sean X C R"™ y a € R™. Decimos que a es punto de acumulacion de
X, si para todo € > 0, (B(a,e)\{a}) X # 2.

Definimos el conjunto derivado de X, X' como el conjunto de todos sus puntos de
acumulacion:

X' ={a€eR": Ve>0 (B(a,e)\{a})}.

2.4. Ejercicios
1. Para cada k € N, definimos A4y == {x € R?: x5 > k}. Demuestre que
a) Para cada k € N, Apq C Ag.
b) Upen Ak = A1
2. Demuestre la proposicion 2.8.

3. En los siguientes incisos, muestre que cada conjunto es abierto y haga un dibujo del
conjunto:
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10.

11.

12.

13.

14.

a) A={z eR": x; >0, zy > 0}.
b) A={zx e R": |z|; <1}
c) A={r eR?* 1<z <o}

Sean n € Ny Uy,...,U, subconjuntos abiertos de R". Demuestre que ﬂ;.lzl Uj es
abierto. Sugerencia: Seguir la demostracion del inciso 3. de la proposicion 2.12.

Dar un ejemplo de una familia de abiertos tal que su interseccién no es un conjunto
abierto.

Demuestre la proposicion 2.14.

Sea a € R™. Demuestre que {a} es un conjunto cerrado en R".

. Seann € Ny ay,...,a, € R. Demuestre que {ay,...,a,} es cerrado en R.

Demuestre la proposicion 2.16.

En R, sea A := (0, 1]. Demuestre que A no es abierto ni cerrado. Encontrar A y A°.
Sea X C R™. Demuestre que X C X.

Demuestre la proposicion 2.18.

Sea X C R". Demuestre que X’ es cerrado.

Sea X C R™. Demuestre que X = X U X".
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3. Sucesiones en R"

Definicién 3.1 (Sucesién en R"). Una sucesion en R™ es una funcion a: N — R"™. Para
cada k € N, el valor de a en k, se llama k—ésimo término de la sucesion.
Identificamos cada término con un subindice:

a(k) = ay.
Denotaremos a toda la sucesién por (a*)gen.

Note que cada sucesién en R™ determina n sucesiones en R, pues para cada k € N,

k ko k k
a® = (af,as,...,a,),
donde, para cada j € {1,...,n}, af es la entrada j—ésima del k—ésimo término de la

sucesion.

Ejemplo 3.2. En R?, sea (2¥)ren la sucesion tal que para cada k € N, 2% = <%, k’“—;)
En este caso, (¥)pen = (%)keN Y (25 ren = (kQLH)keN.

Definicién 3.3. Sean (a*)ren, (0¥)ren v A € R.

= Se define la sucesion suma ((a + b)*)ren, donde para cada k € N,

((I + b)k = ag + bg.

» Se define la sucesion producto ((ab)*)ren, donde para cada k € N,

(ab)y, = ayby.

» Se define la sucesién producto por escalar (\a*)ren, donde para cada k € N,

(Aa)g = Aay.

3.1. Sucesiones convergentes

Definicién 3.4 (Limite de una sucesién). Sea (2%)reny una sucesion en R™. Decimos que
(%) pern es una sucesion convergente si existe | € R" tal que para cada € > 0 existe N € N
tal que para todo n > N,

|l = || < e.

En ese caso, decimos que | es el limite de la sucesion (x*)gen.
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Proposicién 3.5. Sea (2%)ren una sucesién convergente en R™. Entonces, su limite es
unico.

Demostracion. Ejercicio. O]

Proposicién 3.6. Sea (2%),cn una sucesion convergente en R™. Entonces, la sucesién es
un conjunto acotado en R™.

Demostracion. Ejercicio. O]

Proposicién 3.7. Sea (2%),en una sucesion en R™ y a € R™. Entonces, (2*)ren es con-
vergente y su limite es a, si y solo si, para cada j € {1,...,n}, la sucesion (a?)keN es
convergente en R y su limite es a;.

Demostracién. =) Supongamos que (2*),cn es convergente y su limite es a. Sea ¢ > 0.
Entonces, existe N € N tal que para todon > N, ||z" — || <e.Sea j € {1,...,n}.
Por el corolario 1.11, tenemoos

oy~ 4l < Ja" — 1) <&

.’ k.
Por lo tanto, la sucesién (z§)ren converge a [; en R.

<) Supongamos que para cada j € {1,...,n}, la sucesién (aé‘f)keN es convergente en R
y su limite es a;. Sea ¢ > 0. Entonces, existen Ny, ..., N, € N tales que para cada
j€A{l,...,n}, si n > Nj, entonces

k €

J

Haciendo N := max{Ny,...,N,}, si n > N, por el corolario 1.11,
" =1 <> Jak — 1] <. O
j=1
Proposicién 3.8 (Propiedades de los limites). Sean (a*)ren, (b¥)ren sucesiones conver-
gentes en R"™, (A\¥)ren una sucesion convergente en R. Entonces,
Z) ll'mk_mo(a + b)k = limk_wo Q. + limk_mo bk.
ii1) Sea v € R. Entonces, limy_,oo(va)r = v limg_ o0 ag.

Demostracion. Hacemos l; = limy_, o ag v lo = limy_, o bg.
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i) Sea € > 0. Entonces, existen Ny, Ny € N tales que si n > Nj y j > N, entonces
& € , €
— L) <= V-1 < -.
Sea N = méax{Ny, No}. Entonces, si m > N,
la+b—b —b| <lla—-4Ll+ 16— <e.
ii) Sea e > 0. Si v = 0, se tiene el resultado. Supongamos que v # 0. Entonces, existe

N € N tal que sin > N,
la" =l < —

€
vl
Luego, para cada n > N,
lva™ =yl = [llle™ =Ll <e.
iii) Ejercicio.
O
Proposicién 3.9. Sean X C R" y a € R™. Entonces, a € X si y solo si existe una

sucesion de elementos de X, (2%)ren, tal que limy_,o 2% = a.

Demostracion. =) Supongamos que a € X. Entonces, para cada m € N,

1
X[ |B(a,— .
(B(a. —) #
Sean ¢ > 0y (2¥)ren una sucesion tal que para cada k € N, 2F € X B(a, -).
Notemos que si n > m, entonces B (a, %) CcB (a, %)
Luego, por la propiedad arquimediana, existe N € N tal que % < €. Por lo tanto, si
n>N,

le" —al < L < L <
Tr —a — -— E.
n N

<) Supongamos que existe una sucesién de elementos de X que converge a a, es decir,
una sucesion (z%)en, tal que limy_,o 2* = a. Entonces, por la definicién de limite,
para todo € > 0, existe V € N tal que sin > N,

|z" —a|| <e.

Esto es, B (a,e) (X # @, pues todos los términos de la sucesién son elementos de

X. Por lo tanto, a € X.
O]

Corolario 3.10. Sea X C R". Entonces, X es cerrado si y solo si para cada a € X existe
una sucesion de elementos de X, (z¥)ren, tal que limy_,o 2% = a.

Demostracion. Por la proposicion 2.18, cada punto de X es de adherencia. O
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3.2. Sucesiones de Cauchy y Teorema de Bolzano—Weierstrass

Definicién 3.11. Sea (7%)reny una sucesion en R™ y a: N — N una funcién creciente.
Entonces, (2% ey es una subsucesion de (2*)gen.

Teorema 3.12 (Bolzano-Weierstrass). Sea (z*)ren una sucesion acotada en R™. Enton-
ces, (2%)ren tiene una subsucesion convergente.

Demostracion. Realizaremos la demostracion por induccién sobre n.

n =1 Sea (z")rey es una sucesién acotada en R. Sabemos que toda sucesién tiene una
subsusecién creciente, digamos (7%*))icy. Como (2F)ren es acotada, (z9%))ey es
convergente.

n+ 1 Suponemos que si (z¥)ren es una sucesion acotada en R™, entonces tiene una sub-
sucesién convergente. Sea (z¥)reny una sucesién acotada en R™*!. Consideramos la
sucesion (y¥)reny en R™, donde para cada k € Ny cada j € {1,...,n},

k. k
y; = ;.
Es decir, para cada k € N, y* := (2%, ... 2k ). Notamos que (y*)ren es una sucesion

acotada en R™, pues ||y|| < ||z||. Por lo tanto, existe una funcién creciente a: N — N
tal que (ya(k))keN es convergente. Ahora, consideramos la sucesién (2*)en, donde
para cada k € N, 2% == xzfl) Entonces, (2%)ren es acotada en R, pues |2F| < ||z||.
Por el caso n = 1, existe una funcién creciente B: N — N tal que (2°®).cy es

convergente. Tomando Boa: N — N, la sucesién (z7°*),cy es convergente en R”.
O

Definicién 3.13 (Sucesiones de Cauchy). Sea (2*)ren una sucesion en R™. Decimos que
la sucesion (x*)ren es de Cauchy, si para cada € > 0 existe N € N tal que sin,m > N,
entonces

n

|z" — 2™ < e.

Proposicién 3.14. Sea (2%)peny una sucesion de Cauchy en R™. Entonces, (z*)ren es
acotada en R™.

Demostracion. Como la sucesiéon es de Cauchy, existe N € N tal que sin, m > N, entonces

le" — 2™ < L
r — X —.
2

Luego, para cada p > N, utilizando la desigualdad del tridngulo, [|27| < 5 + ||z .

Haciendo M = max{||z'||,..., [|z"]], 5 + [[#V*!||}, tenemos el resultado. O
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3.2 Sucesiones de Cauchy y Teorema de Bolzano—Weierstrass

Proposicién 3.15. Sea (2%)ren una sucesion en R™. Entonces, (2*)ren es de Cauchy si

y solo si (2¥)ren es convergente.

Demostracién. =) Supongamos que (2¥)ycn es de Cauchy. Por la proposicién 3.14 y

por el teorema 3.12, (2*).en tiene una subsusecién convergente. Es decir, existen

a(k)

a: N — N creciente y a € R" tales que limg_, @ = a.

Veamos que la sucesién original (z%)ycn converge a a. Sea ¢ > 0. Como (2)ey es
de Cauchy, existe N; € N tal que si n,m > Nj, entonces

n c

m
— <

Iz

Por otro lado, limy,_,y z**) = a. Entonces, existe Ny € N tal que si p > N, entonces
€

a(p) _ <
20 —af < &

Haciendo N := max{Ny, Ny}, si n,p > N, tenemos

l2" = all < fla” — 2°®| + [|2°®) — a]| < e.

Supongamos que (z¥)ren es convergente, es decir, existe a € R™ tal que limy_, o, ¥ =
a. Sea ¢ > 0. Entonces, existe N € N tal que sin > N,

€
n
— < —.
o —all < £
Por lo tanto, si n,m > N, se satisface
|a™ —2™| < [|2" — a|| + ||z™ — a| < e. O

Ejercicios

1.

2.

3.

Demuestre que el conjunto de sucesiones en R™ con las operaciones de la defini-
cién 3.3 es un espacio vectorial.

Escriba la definicion de sucesién convergente en términos de la distancia euclidiana
y de bolas en R".

Determine si las siguientes son sucesiones convergentes. De ser asi, proponga el limite
y demuestre que la sucesién converge a este punto.

= Sea (2¥)4en la sucesion en R? tal que para cada k € N, 2% == (3, kiﬂ)
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10.

11.

12.

13.

14.

., 2
» Sea (7%)rey la sucesion en R? tal que para cada k € N, 2% = (ﬁ, %)

-k  k 2—k2>

» Sea (2%)en la sucesién en R3 tal que para cada k € N, z¥ == (W’ T ST

Sea (z¥)reny una sucesién convergente en R™ y sea p € N. Definimos la sucesiéon
(yx)ken de modo que para cada k € N, y* := 2P™*. Entonces, limy,_,o ¥* = lfmy_, o 2%

Demuestre la proposicion 3.5.
Demuestre la proposicion 3.6.

Demuestre el corolario 3.10.

. Sean a,b € R, tales que a < b. Demuestre que [a, b] es cerrado utilizando el corola-

rio 3.10.

Sea X C R" y a € R™. Entonces, a es punto de acumulacién de X si y solo si existe
una sucesion (z¥)ren de elementos de X\ {a} tal que lim;_,, 2* = a.

Sea (z*)peny una sucesién de Cauchy en R™ y sea (2%%)),cy una subsucesién. De-
muestre que (2%*)).en es de Cauchy.

Demuestre que la sucesion (k%) es de Cauchy.

keN
Sea (z*)ren dada por z* := vk, para cada k € N. Demuestre que
a) im0 |25 — 2% = 0.
b) (2%)pen no es de Cauchy.

1
1)

Sea (7%)pey una sucesién en R tal que para toda k € N, |2F — 2FFL| <

Demuestre que (z*)zcn es de Cauchy.

Sean (2%)en v (¥¥)ren sucesiones de Cauchy. Utilizando la definicién 3.13, demuestre
que (2% + y*)ren es de Cauchy.
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4. Conjuntos compactos

El objetivo de esta seccion es conocer a los conjuntos compactos y demostrar el teorema
de Heine-Borel.

Definicién 4.1 (Cubierta de un conjunto). Sea X C R"™ y (Uy)aer una familia de con-
Juntos abiertos en R™. Decimos que (Uy)acs €s una cubierta abierta de X si

X C U U,.
acl

Si JCI, y(Us)acs es cubierta de X, decimos que (Uy)acs €s subcubierta de (Uy)acr-

Definicién 4.2 (Conjuntos compactos). Sea K C R"™. Decimos que K es compacto si
para toda cubierta abierta de K, (Uy)acr, existen m € N y aq,...,a,, € I tales que
(Ua,; )12y es cubierta abierta de K.

Note que para demostrar que un conjunto K es compacto, debemos dar una cubierta
abierta arbitraria de K y encontrar una subcubierta finita.

Definicién 4.3 (Conjuntos secuencialmente compactos). Sea K C R™. Si toda sucesion
de elementos de K, (2%)en, tiene una subsucesion (x°")en tal que limy_,o 2% € K,
decimos que K es secuencialmente compacto.

Lema 4.4. Sea X € R" secuencialmente compacto. Entonces, para todo € > 0 existen
meNyxy,...,v, €X tales que

X C U B(zj,¢).
j=1

Demostracion. Supongamos que no se satisface el lema. Es decir, que existe 5 > 0 tal
que para cada m € N y para cada x1,...,%, € X,

X Z CJ B(,Ij,g).

Sea 2! € X. Por la suposicién inicial, X & B(z1,&). Luego, existe 2> € X tal que
2?2 ¢ B(x' eg) y X € U?Zl B(27,&0). Supongamos que hemos escogido k elementos de X
de manera que si [,m € {1,...,k} y # k, entonces ||[2' —a2™| > gy X & U§:1 B(x7, ).
Escogemos ¥+ € X tal que 2**! ¢ U§:1 B(27, ). Asi, de manera inductiva construimos
una sucesion (z¥)ren de elementos de X tal que para todo m € N, si [ < m, entonces

me_xk” Z807 X Z UB(l.ja‘c:U)'
j=1
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Como X es secuencialmente compacto, la sucesién (%) tiene una subsuseciéon conver-
gente (2°"),cn. Por la proposicién 3.15 (z%®)),cy es de Cauchy. Entonces, existe N € N
tal que si n,m > N,

a(n) _ gam)) ~ €0
I <5

Por otro lado, si n > m, [|[2*™ — 220™)|| > &,. Lo cual es una contradiccion. O

Lema 4.5. Sea X C R" secuencialmente compacto y (Uy)acr. Entonces, existe ey tal que
para toda x € X existe a, € I tal que B(x,e) C U,,.

Demostracion. Supongamos que no se satisface el lema. Esto es, para todo € > 0 existe
r € X tal que para todo a € I, B(x,e) € U,. Entonces, para cada k € N existe a* € X
tal que para todo « € I, B(a*, %) ¢ U,. Consideramos la sucesién (a*)zeny. Como X es
secuencialmente compacto, (a*)gen tiene una subsusecién convergente (a®®)),cy tal que
limy_,x a®® € X. Sea a = lim;_,y a®®. Como (U,)aes es cubierta de X, existe ag € I
tal que a € U,,. Ademas, U,, es abierto, por lo que existe r > 0 tal que B(a,r) C U,,.
Recordemos que (aﬁ(k)) ren €s convergente. Entonces, existe N7 € N tal que para todo
n > Ny, .
n
27 — ol < 2.

Sea = € B(a®W, %) Por la propiedad arquimediana, existe No € N tal que _ﬁ(ll\b) <

Sea N = méax{Ny, No} y I > N.

N3

1
|z —a?V) < — < =

By "2
Por otro lado,
lz = all < [lz = "] + "® —a|| <.

Es decir, z € B(a,r). Por lo tanto, B(a®®, ﬁ) C B(a,r) C U,,. Lo cual es una contra-

diccion. ]
Teorema 4.6 (Heine—Borel). Sea K C R™. Entonces, son equivalentes
i) K es compacto.
ii) K es cerrado y acotado.
iii) K es secuencialmente compacto.

Demostracion. Realizaremos la demostraciéon siguiendo i) = i), 1) = 1iii) y
iii) = ).
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i) = i)

i) = iii)

i) = 1)

Suponemos que K es compacto. Veamos que K es acotado.

Consideramos la familia de bolas (B(0,n)),en. Esta familia es cubierta de K. Como
K es compacto, existen N € Ny ky,..., ky € N tales que

K C | JB(0,k;).

j=1
Haceindo r := max{ky,...,kx}, tenemos que K C B(0,r). Es decir, K es acotado.

Ahora, veamos que K es cerrado. Para esto verificamos que K¢ es abierto. Sea

a € K°. Para cada y € K, hacemos r, = ”y—;‘H La familia de bolas (B(y,7y))yex

es cubierta de K. Como K es compacto, existe N € Ny yy,...,yy € K tales que
N
K C U B(y;,1y,)-
j=1

Sean ¢ = min{r,,,...,7,,} v © € K. Entonces, existe | € {1,...,N} tal que
x € B(y,ry,). Luego, ||z — yi|| < r;. Por otro lado, de la desigualdad del tridngulo,
|z =yl < ||z — al| + ||yr — a]|. Entonces, tenemos las siguientes desigualdades

[ = all = [ly: = all = [z = i
> Iy —all =

o~ al
R

Es decir, x ¢ B(a,e). Como x fue arbitrario, K C B(a, ). Luego, B(a,c) C K°.

Suponemos que K es cerrado y acotado. Sea (2*)ren una sucesién de elementos de
K. Como K es acotado, por el teorema 3.12 (2¥)en tiene una subsucesion (z®%)), oy

a(k

convergente. Sea a = lfmy,_,., 2**). Como K es cerrado, por el corolario 3.10, a € K.

Por lo tanto, K es secuencialmente compacto.

Suponemos que K es secuencialmente compacto. Sea (U, )aecs una cubierta abierta de
K. Por el lema 4.5 existe g tal que para cada = € K existe a € [ tal que B(z,g¢) C
Uy Por el lema 4.4 existen s € Ny xy,..., 2, € K tales que X C J;_, B(, o).
Luego, para cada j € {1,...,s} existe a; € I tal que B(z;,&0) C U,,. Por lo tanto,

KC U Us,. O
j=1
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Ejercicios
1. Sea a € R"™. Demuestre que {a} es compacto.
2. Sean m € Ny ay,...,a, € R". Demuestre que {ay,...,a,} es compacto.
3. Sea (2*)ren una sucesién de Cauchy en R™. Demuestre que {2 }ren es un conjunto
compacto.
4. Sean A y B conjuntos compactos. Demuestre que A U B es compacto.
5. Seann € Ny Ay, ..., A, conjuntos compactos. Demuestre que U?:l A; es compacto.

. Sea (K, )aer una familia de conjuntos compactos. Demuestre que [

acr Ka es com-

pacto.

Sea K un conjunto compacto en R" y V' C K cerrado. Utilizando la definicién 4.2,
demuestre que V' es compacto.

. Sea K un conjunto compacto en R" y V' C K cerrado. Utilizando el teorema 4.6,

demuestre que V' es compacto.
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5. Funciones en R"

5.1. Generalidades de funciones

Definicién 5.1. Sean X, Y conjuntos. Una funcion entre X y Y, o de X a'Y es una
regla de asignacion f tal que a cada x € X le es asignado un unico y € Y. En este caso,
escribiremos f: X — Y. Six € X, la asignacion para x bajo f se denota por f(zx).

Definicién 5.2. Sea f: X — Y wuna funcion. Sea A C X. La imagen de A bajo f es el
conjunto

flAl={yeY: 3xeA )=y (1)

Sea B CY. La imagen inversa de B bajo f es el conjunto
fBl={recX: f(z)ec B} (2)

Proposicién 5.3. Sea f: X — Y wuna funcion y (Uy)aer una familia de conjuntos.
Entonces,

7’) f [UQGI Ua} = Uaelf[Ua]'
i) f[Naer Ua] € Naer f [Ual

Demostracion. i) Seay € f [Uael Ua]. Entonces, existe z € J,.; Ua tal que f(z) = y.
Luego, existe a € I tal que x € U,, por lo que y € f[U,]. Asi, y € U,.; f [Ua]. Es
decir, f [Uper Ua] € Uper f [Ual.

Sea y € Uyes f [Ual. Entonces, existe o € I tal que y € f [Uy]. Luego, existe z € U,
tal que f(z) = y. Pero z € |J,c; Ua. Por lo tanto, y € f [U,e; Ua]. Por lo tanto,
Uner £ U] € f [Uaes Ual.

ii) Sea y € f[Nae; Ua]. Entonces, existe © € (,o;Ua tal que f(z) = y. Es decir,
para todo a € I, x € U,. Luego, para todo « € I, y € f[U,]. Por lo tanto,

ael

]

Proposiciéon 5.4. Sea f: X — Y wuna funcion y (Uy)acr una familia de conjuntos.
Entonces,

1) 7 Uner Ua] = Uner f7 UG-
”) fil [ﬂaez Ua] = ﬂaef fil [Ua]'

Demostracion. Ejercicio. O
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Ejemplo 5.5. Sea f: R — R tal que para cada v € R, f(z) = 2?. Sean A = (—1,2],
B :=[-3,0) C = [1,2]. Calcular f[A], f[B], f[ANB] y f~*C].

Demostracién. Siy € f[A], existe z € A tal que 2% = y. Es decir, x € (—1,2]. Entonces,
2?2 € f[A] siy solo si —1 < x < 2. Luego, 1 < 22 < 4. Por lo tanto, f[A] = (1,4].

Siy € f[B], existe x € B tal que 22 = y. Razonando como en el caso anterior, tenemos
f1B] = (0,9].

AN B = (-1,0). Entonces, f[AN B] = (0,1). Por otro lado, es importante observar
que f[A] N f[B] = (1, 3]. Por lo tanto, f[AN B] C f[A] N f[B].

Si z € f71C], existe y € C tal que 2? = y. Es decir, 22 € [1,2]. Luego, 1 < 2% < 2.
Aplicando la raiz cuadrada tenemos 1 < |z| < V2. Separando las desigualdades utilizando
las propiedades del valor absoluto, —V2<z<-lol<x<+2 Porlo tanto, concluimos

que z € [—v2, -1 U[1, V2. O
Definicién 5.6. Sea f: X — Y una funcion.

i) f es inyectiva si para todos x,y € X, si f(x) = f(y), entonces x = y.

ii) f es suprayectiva si para todo y € Y existe v € X tal que f(z) = y.

ii1) f es biyectiva si es inyectiva y suprayectiva.

5.2. Funciones continuas en R"

Definicién 5.7. Sean K CR" y f: K - R™, a € K yl € R™. Decimos que [l es el
limite de f cuando x tiende a a si para cada € > 0 existe § > 0 tal que si ||x — al| < 0,
entonces ||f(x) —1|| <e.

Si el limite de f cuando x tiende a a es f(a), decimos que f es continua en a.

Si f es continua en cada punto de K, decimos que f es continua en K.

Ejemplo 5.8. Sea f: R*? — R tal que para cada v € R?, f(z) := x129. Demostrar que f
es continua en R2.

Demostracion. Sea a € R?. Para cada x € R? estimamos la diferencia:

|f(z) = fla)| = |z122 — ar0s]
< |wol2r — as| + |as||22 — ag

< (lzll + llalDllz — all
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Supongamos que ||z — al|| < 1. Entonces, ||z| — ||a|| < ||z —a]| < 1. Por lo que, para cada

r € B(a,1), ||z|| <1+ |a|. Haciendo ¢ := min {1 , tenemos

_£&
» 142][al|

|f(@) = fla)| < (||| + lal])lz — all
< (14 2l|al)||x — all < e. O

Proposicion 5.9. Sea X CR", f: X = R™ ya € X. Entonces, f es continua en a si y
solo si para cada sucesion (x¥)ren, tal que limy_, 2 = a, se tiene limy,_,o f(2%) = f(a).

Demostracion. =) Supongamos que f es continua en a. Sea (z¥)reny una sucesién tal
que limy_,n ¥ = a. Queremos verificar que limy_,o, f(z¥) = f(a). Sea ¢ > 0. Como
f es continua en a, existe 0 > 0 tal que si ||z — a|| < ¢ entonces || f(z) — f(a)|| < e.
Como limy,_,y 7% = a, para § existe N € N tal que si n > N entonces, |[2" —a| < 6.

Por lo tanto, sin > N, || f(2") — f(a)|| < e. Es decir, limy_,o, f(2%) = f(a).

<=) Supongamos que para cada sucesiéon (z¥)rey tal que lim,_,naz* = a, se satisface
limy 0o f(2%) = f(a). Supongamos ademds, que f no es continua en a. Entonces,
existe €9 > 0 tal que para cada § > 0, si || — a|| < d entonces ||f(x) — f(a)| > o.
Para cada k € N, sea ¥ € B (a, %) Entonces, (z¥)ren es una sucesién tal que
limy, 00 % = a, por lo que limy_,o, f(z%) = f(a). Luego, existe N € N tal que si
n > N entonces, || f(z") — f(a)|| < 2. Por otro lado, gy < || f(2") — f(a)||. Lo cual
es una contradiccién. Por lo tanto, f debe ser continua en a.
O

Definicién 5.10. Sean X CR" y f,g: X — R". Definimos las funciones:

1. f+g9: X = R", donde para cada x € R",
(f +9)(x) = f(z) +g(z).
2. Sea a € R. Hacemos af: X — R", donde para cada x € R",
(f)(x) = af (x).
3. Sim =1, hacemos fg: X — R", donde para cada v € R",
(f9)(x) = f(x)g().

4. Sim =1, sea Dy = {x € X: g(x) # 0}. Hacemos g: X — R, donde para cada

e () =12
Y (@)= 1

g(z)
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Proposicién 5.11. Sean X CR", a € X y f,g: X — R™ continuas en a. Entonces,
1. f+ g es continua en a.
2. Para cada o € R, af es continua en a.
3. Sim=1, fg es continua en a.
Demostracion. Ejercicio O]

Proposicién 5.12. Sean X CR", a € X y f: X — R™. Entonces, f = (f1,..., fm) €s
continua en a si y solo si para cada j € {1,...,m}, f; es continua en a.

Demostracion. =) Supongamos que f es continua en a. Sea ¢ > 0. Entonces, existe
d > 0tal quesi ||z —al <0, ||f(z) — f(a)]| < e. Luego, para cada j € {1,...,m},

|fi(z) = fla)] < [[f(z) = fla)]| <e.
Por lo tanto, f; es continua en a.

<=) Supongamos que para cada j € {1,...,m}, f; es continua en a. Sea ¢ > 0. Luego,
para cada j € {1,...,m} existe §; > 0 tal que si ||z — a|| < §;, entonces se tiene
|fi(z) = fi(a)| < 5. Hagamos § := min{d;}72,. Si ||z — a|| < J, entonces

1f () = f(a)l SZ\fj(x)—fj(aﬂ <e. 0

Proposicion 5.13. Sean X CR", Y CR™, a e X, f: X - R" yg: Y — RP tales
que fIX] CY, f es continua en a y g es continua en f(a). Entonces, go f: X — RP es
continua en a.

Demostracion. Sea € > 0. Por hipdtesis, g es continua en f(a). Luego, existe 6; > 0 tal
que si ||y — f(a)]| < 01, entonces ||g(y) — g(f(a))|| < e. Como f es continua en a, para
d; existe dy > 0 tal que si ||x — al| < J2, entonces || f(z) — f(a)|| < ;. Por lo tanto, si
|z — all < 61, tenemos que [lg(f(x)) — g(f(a))| <e. O

Proposicién 5.14. Sea X CR" y f: X — R™. Entonces, f es continua en X si y solo
st para cada abierto W C R™ existe un abierto U C R"™ tal que

S =x(U.
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Demostracién. =) Supongamos que f es continua en X y que f~ W] # @. Como
W es abierto, para cada x € f~!'[IW] existe e, > 0 tal que B(f(x),e,) C
Como f es continua, para cada ¢, existe 6, > 0 tal que si z € B(x,d,) entonces,

f(z) € B(f(z),e,). Hagamos

U= U B:U(S

zef-l

Entonces, U es abierto y f~![W] C UNX. Seay € U X. Existe x € U tal que
y € B(x,,). Luego, f(y) € B(f(z),e,) € W. Por lo tanto, y € f~![W]. Asi,
tenemos la contencién U (X C f~H{W].

<) Supongamos que para cada abierto W C R™ existe un abierto U C R" tal que
fHW]=XNU.Sean a € X y € > 0. Como B(f(a),¢e) es abierto en R™, existe U
abierto en R" tal que

B (@),e)] = U X.

Entonces, a € U] X. Como U es abierto, existe § > 0 tal que B(a,d) C U
0

Proposicién 5.15. Sea K CR" compacto y f: K — R™. Entonces, f[K] es compacto.

Demostracion. Sea (U, )aecs una cubierta de f[K]. Por la proposicién 5.14, para cada a € T

existe W, C R" tal que
MUs) = Wa [ K.

Siz € K, existe ag € I tal que f(z) € Uy,. Luego, x € Uy, = Wa, K C W,,. Como
K es compacto, existen p € Ny ay,...,q, € [ tales que K C (Ji_, Uy, Sea y € f[K].
Entonces, existe x € K tal que f(z) = y. Luego, existe j € {1,...,p} tal que xz € W,,.
Por lo que f(z) € U,,. Asi, f[K] CUj_, Us,- O

Proposicién 5.16. Sea K C R" compacto y f: K — R continua en K. Entonces, existen
a,b € K tales que

fla) =sup f(x),  f(b) = fnf f(z),
Demostracion. Por la proposicién 5.15, f[K] es compacto. Por el teorema 4.6, f[K] es
cerrado y acotado. Como f[K] es acotado, existen M = sup,cx f(z) y m = inf,cx f(2).
Como f[K] es cerrado, M,m € f[K]. Luego, existen a,b € K tales que f(a) = My
f(b) =m. O
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5.3. Funciones uniformemente continuas

Definicién 5.17. Sea X CR" y f: X — R™. Decimos que f es uniformemente continua
si para cada € > 0 existe § > 0 tal que para todos x,y € X, si ||lx — y|| < I, entonces

1f(z) = Fw)ll <e.

Ejemplo 5.18. Sea T: R — R™ una transformacion lineal. Entonces, T es uniforme-
mente continua.

Demostracion. Sea (e;)j_, la base canénica de R”. Entonces, para cada z € R", tenemos
x =37 vje;. Hagamos M = méx{||Te|,...,[|Te,|}. Luego, para cada x € R,

T (Z xjej) H = Z%‘T(@j)

—+7. Sean x,y € R”, tales que ||z — y|| < 0. Entonces,

1Tz = Tyl = IT(z - y)ll < n*Mllz —y| <e.

<D 1wl IT (el < n?llz)| M.

j=1

ITz|| =

Sea € > 0. Hacemos § =

Por lo tanto, T' es uniformemente continua en R". O

Proposicién 5.19. Sea K CR" y f: X — R™ uniformemente continua en X . Entonces,
f es continua en X.

Demostracion. Sea a € X,y € > 0. Como f es uniformemente continua, existe § > 0 tal
que si ||z — al|| < ¢ entonces, || f(z) — f(a)|]| < e. Sin embargo, esta es la definicién de
continuidad en a. Por lo tanto, f es continua en a. O

Proposicién 5.20. Sea K CR" compacto y f: K — R™ continua en K. Entonces, [ es
uniformemente continua.

Ejercicios
1. Demostrar la proposiciéon 5.4.

2. Sea f: R? — R tal que para cada x € R?, f(zr) = 2z; — x5 y sea B = {0}. Hallar
f1B].

3. Sea f: R? — R tal que para cada z € R?, f(z) = 22—22 ysean B :=1,C = (—2,0).
Hallar f~[B] y f~!C].

4. Sea f: R — R tal que para cada z € R, f(x) := 2. Demostrar que f no es inyectiva
ni suprayectiva.
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5.8 Funciones uniformemente continuas

10.

11.

12.

13.

14.

Sea f: R — R tal que para cada z € R, f(x) := 23. Demostrar que f es biyectiva.

Escriba la definicion de limite de una funcion en términos de bolas y en términos
de imagen inversa y contencién de conjuntos.

Sea F(R™",R™) = {f: R" — R™}. Demuestre que F(R", R™) es un espacio vecto-
rial.

SeaC(R™,R™) = {f € F(R",R™) : f es continua en R"}. Demuestre que C(R", R™)
es un subespacio de F(R™,R™).

Demuestre la proposicion 5.11.
Sea T: R™ — R™ una transformacion lineal. Demuestre que 7" es continua en R".

Sea X CR"y f: X — R™. Entonces, f es continua si y solo si para cada cerrado
D C R™ existe un cerrado C' C R™ tal que f~![C] = B X.

Demuestre la proposicién 5.15, mostrando que f[K] es secuencialmente compacto.
Sea f: R™ — R™ continua. Demostrar que A := {z € R": f(x) # 0} es abierto.

Sea f: R? — R donde para cada x € R? f(x) == xﬁfi Demuestre que f no es
1 2

continua en (0, 0).
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6. Diferenciabilidad en R"

6.1. Diferenciabilidad en R"

Definicién 6.1 (D1). Sea X C R" abierto, a € X y f: X — R™. Decimos que f es
diferenciable en a si existe una transformacion lineal T: R™ — R™ tal que

o) — fa) = ThI

0. (3)
h—0 |12l

Definicién 6.2 (D2). Sea X C R"™ abierto, a € X y f: X — R™. Decimos que f
es diferenciable en a si existe una transformacion lineal T: R™ — R™ y una funcion
@: X — R™ tales que ¢ es continua en a, p(a) =0 y para cada x € X,

f(x) = fla) + T(x = a) + [lz — al[(z). (4)

La transformacién lineal T' en ambas definiciones, se llama diferencial de f en a.
Estas dos definiciones son aparentemente muy distintas. Veamos que son dos formas
de referirnos al mismo objeto. Es decir que equivalentes.

Proposicién 6.3. La definicion 6.1 y la definicion 6.2 son equivalentes.
Demostracion. Revisaremos ambas implicaciones.

6.1 = 6.2) Hacemos ¢: X — R™, donde para cada x € X,

f(x)=f(a)-T(z~a) )
o) ::{ fomal 0 70

0, T = a.

Como se satisface (3), haciendo h == x —a, ¢ es continua en a, y ¢(a) = 0. Ademads,
para cada x € X,

f(x) = fla) + T(x = a) + [lz — al[p ().

6.2 = 6.1) Como se satisface (4), para cada = € X,

f@) = fla) = T(w—a)

[ — all

plr) =
Haciendo h := x — a, como ¢ es continua en a y ¢(a) = 0,

o 1@ = f(@) = T(a — )|

h—0 |z — al

= lim ||¢(a + h)|| = 0. O
h—0
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En particular, la definicién 6.2 es equivalente a la definiciéon de derivabilidad para
funciones de una variable.

Definicién 6.4. Sea I C R un intervalo abierto, a € I y f: I — R. Decimos que f es
deriwable en a si existe el limite

L fath) — f(o)
) Je)

h—0

En ese caso, denotamos al limite como f'(a).

En la mayoria de las ocasiones serd més comodo trabajar con la definicion 6.2, aunque
en los libros de texto es mas comun encontrar la definicién 6.1. Notemos también, que de
la definicion 6.2 es inmediato ver que si f es diferenciable en a, entonces es continua en
a, por la continuidad de Ty de ¢.

Ejemplo 6.5. Sea f: R" — R™ una funcion constante. Entonces, f es diferenciable en
R™.

Demostracion. Sea a € R". Hagamos T: R* — R™, ¢: R" — R™, donde para cada
r€R" Tx =0,y p(x) = 0. Entonces, para cada z € R",

f(@) = fla) + T(z —a) + ||lz — al[e(z).
Por lo tanto, f es diferenciable. O

Ejemplo 6.6. Sea f: R" — R™ una transformacion lineal. Entonces, [ es diferenciable
en R™.

Demostracion. Sea a € R". Hagamos T: R* — R™, ¢: R" — R™, donde para cada
r € R Tx = f(x)y p(x) = 0. Luego, para cada x € R",

fla) +T(x —a) + ||z — alle(z) = f(a) + f(x) = fla) = f(x).
Por lo tanto, f es diferenciable en R™. O

Ejemplo 6.7. Sea f: R? — R definida mediante f(x) == x1x9 y Sea a € R*. ;Es f
diferenciable en a?

Demostracion. Supongamos que f es diferenciable en a. Entonces, existen T: R? — R y
¢: R? — R tales que ¢ es continua, ¢(a) = 0 y para cada x € R?,

1129 = arag + Ty (21 — ar) + To(we — ag) + ||z — allo(z).
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Consideramos la sucesién (2*)ren tal que para cada k € N, 2% == (a1 + %, ag). Entonces,
para cada k € N,

a 1 1
ajay + —]j = a1a9 + TlE + E(p(a:k)
(05} 1 1 k
2 _pZ -
3 17 + kép(x )
ag =Ty + (2.

Pasando al limite, cuando £ — oo, tenemos as; = 1. Razonando de manera similar para
T5, tenemos que a; = T5. Por lo tanto, f es diferenciable en a y

T=lay ai]. O

Proposicién 6.8. Sea X C R" abierto, a € X y f: X — R™ diferenciable en a. Enton-
ces, la transformacion lineal T: R™ — R™ y la funcion p: X — R™ de la definicion 6.2
son unicas.

Demostracion. Supongamos que existe otra transformacién lineal S: R®™ — R™ y otra
funcion ¢: X — R™ tales que ¢ es continua en a, ¢(a) = 0 y para cada z € X,

f(x) = fa) + S(z — a) + ||z — al[y(x).

Entonces, para cada x € X,

(T'=8)(x —a) = ||lz — al[(¥(z) — ¢(a)).

Sea (e;)j—; la base canénica de R". Sea j € {1,...,n}. Para cada n € N, hacemos

k= a+ %ej. Entonces, limj,_,o ¥ = a. Ademés, X es abierto, por lo que existe gy > 0

tal que B(a,g9) € X. Por lo que existe N € N tal que si n > N, entonces 2™ € B(a,€p).
Asi, para todon > N,

(7= 8)(a* — ) = o* — all((a*) - p(z*))
(- 8) (%) = L) — o)
(T~ S)e; = () — pla*).
Como T, S, ¢ y ¥ son continuas, al pasar al limite,

(I'— S)e; =0.

Por lo tanto, T'e; = Se;. Como j fue arbitrario, la igualdad se tiene para cada elemento
de la base. Luego, T'= Sy ¢ = 1. m
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En adelante, la derivada de f en a serd denotada como df(a).

Proposicién 6.9. Sea X C R" abierto, a € X y f: X — R™. Supongamos que [ =
(fi,--., fm), donde para cada j € {1,...,m}, f;: X — R. Entonces, f es diferenciable
en a si y solo si, para cada j € {1,...,}, f; es diferenciable en a.

Demostracion. =) Suponemos que f es diferenciable en a. Entonces existe p: X — R™
tal que ¢ continua en a, ¢(a) =0 y para cada z € X,

f(@) = f(a) +df(a)(x — a) + [lz — allp(z). ()

Note que df(a) = (df(a)i,...,df(a)m) y © = (¥1,--.,pm). Ademds, para cada
Jj€A{l,...,m}, ¢; es continua en a, ¢;(a) = 0y df(a); es lineal. Por la igualdad (5),
para cada r € X y para cada j € {1,...,m},

fi(z) = fi(a) + df(a);(z — a) + ||z — allg;(a).
Por lo tanto, f; es diferenciable.

<=) Ahora, suponemos que para cada j € {1,...,m}, f; es diferenciable. Entonces,
existe ¢;: X — R™ tal que ¢; es continua en a, ¢;(a) =0y para cada v € X,

fi(x) = fi(a) + df;(a)(z — a) + ||z — allp; ().

Hacemos ¢: X — R™ y T: X — R™, donde ¢(z) = (¢1(a),...,mpn(a))y Tz =
(dfi(a),...,dfn(a)). Luego, para cada z € X,

fi(z) fila) dfifa) | | 21— p1(x)
S I S b e —all
fm () fm(a) dfm(a)] [Tm — am Pm(T)
Esto es, f(z) = f(a) +df(a)(z — a) + || — al|¢(z). Por lo tanto, f es diferenciable

en a.

]

Proposicién 6.10. Sea X C R" abierto,a € R™ y f,g: X — R™. Entonces, se satisfacen
las siguientes afirmaciones:

a) f+ g es diferenciable en a y

d(f +9)(a) = df(a) + dg(a).
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b) Sea a € R. af es diferenciable en a y
d(af)(a) = adf(a).
c) Sim =1, fg es diferenciable en a y
d(f9)(a) = g(a)df(a) + f(a)dg(a).
d) Sim =1, L es diferenciable en a y

I\ () = 9@ df(a) — f(a) dg(a)
d (g) (a) g9(a)? '

6.2. Derivadas direccionales

Definicién 6.11. Sea X C R" abierto, a € X y f: X — R™. Sea u € R", |Jul]] = 1.
Definimos la derivada direccional de f en a en la direccion u, como

D.f(a) = lim flattu) = f(a).

t—0 t

Ejemplo 6.12. Sea f: R? — R tal que para cada v € R?,
CEICL’Q % O
Zoh T70;
fla) = {
0, = 0.
Calcular las derivadas direccionales de f en (0,0).

Demostracion. Sea u € R? tal que |lul| = 1. Entonces,

t3uqu ugul
D,f(0) =lim ————2— = lfim ———2—.
1(0) =0 t(t2u? + ttuy) -0 u? + 2uj
Luego,
= Uq 7é 0.

uy’

D, (0) = {O; n=b

Por lo tanto, la derivada direccional en 0 existe en todas direcciones. Sin embargo, f no
es diferenciable en 0, debido a que f no es continua en 0. O]

Proposicion 6.13. Sea X C R" abierto, a € X y f: X — R™. Si f es diferenciable en
a, entonces eziste D, f(a) para cada w € R", |Jul| = 1.
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Demostracion. Como f es diferenciable en a, existe p: X — R™ tal que ¢ es continua en
a, p(a) =0y para cada z € X,

f(x) = fla) +df(a)(x —a) + |z — allp(a).
Sea u € R", |lu|]| = 1. Entonces,

fla+tu) — f(a) df(a)(tu) + |[tullp(a + tu)

D,f(a) = lim = lim
t—0 t t—0 t
i IO Hlsla )y, .
H

Definicién 6.14. Sea (e;)}_, la base candnica de R". Sea X C R™ abierto, a € X y
f: X = R™. Para cada j € {1,...,m} definimos la derivada parcial de f respecto a x;
como

D;f(a) = D, f(a).
Para las derivadas parciales, es comiin encontrar en libros de texto la notacién 24 (a).

Ox;

Proposiciéon 6.15. Sean X C R" abierto, a € X y f: X — R™ diferenciable en a.
Entonces,

df(a) = [Djfk(a)]?,}cnil'

Demostracion. Para cadaz e X,z =>"

=1 Tje;. Entonces,

df(a)z =3 _w;df(ae; =D _w;D;f(a).

Notemos que D; f(a) = (D, fi(a),...,D;fn(a)). Por lo tanto,

Difi(a) -+ Dnfi(a)
Af(a) = D1f:2(a) an:z(a)
lem(a) to anm(a)

La matriz asociada a la transformacién df(a) se llama matriz jacobiana de f en a.

Proposiciéon 6.16 (Regla de la cadena). Sean X C R" abierto, a € X, f: X — R”
diferenciable en a, Y C R™ tal que f[X] C Y, g: Y — RP diferenciable en f(a). Entonces,
go f: X — RP es diferenciable en a y

d(go f)(a) = dg(f(a)) df(a).
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Demostracion. Como f es diferenciable en a, existe p: X — R™ tal que para cada x € X,

f(x) = fla) + df(a)(z —a) + |z — alle(z).

Por otro lado, como g es diferenciable en f(a), existe 1): Y — RP tal que para caday € Y,

9(y) = g(f(a)) + dg(f(a))(y — f(a)) + [ly — f(a)[l¥(y).

Como ¢g[X] CY, para cada x € X,

=

=

&
I

9(f(a)) + dg(f(a))(f(z) = f(a)) + [[f(x) = F(@)[[¥(f (2))-

9(f(2)) = g(f(a))+dg(f(a))(d(a)(z—a)+|z—allp(z))+d(a)(z—a)+|z—alp(@)|[Y(f(2))-

Hacemos ¥: X — RP, donde para cada x € X,

llz—all (6)

Hd(a)(ﬂc—a)w(w)IIz—aIIHllw(f(ﬂﬁ))H7 x4 a;
0, T = a.

® es continua en a y ®(a) = 0 y para cada = € X. Entonces,

9(f(x)) = g(f(a)) + dg(f(a))d(a)(z — a) + df(a)p(2)||lz —a|| +[lz — al| ().
Como ¢ y @ son continuas en a, y p(a) = ®(a) = 0, tenemos que g o f es diferenciable

en ay d(go f)(a) = dg(f(a))d(a). 0

6.3. Derivadas de orden superior

Definicién 6.17. Sea X C R" abierto, a € X y f: X — R™. S las derivadas parciales
de f en a existen y son continuas, decimos que f es continuamente diefrenciable en a.

Definicién 6.18. Sea X C R" abierto, a € X, f: X — R™ tal que existen sus derivadas
parciales en a. Definimos las derivadas parciales de orden 2 en a como

Dy f(a) = Dp(D; f(a)).

Si las derivadas parciales de orden 2 de f en a existen y son continuas, [ se dice dos
veces continuamente diferenciable.
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De manera secuencial, si existen las derivadas parciales de orden k de f en a y todas
son continuas, decimos que f es k veces continuamente diferenciable en a.
En adelante, trabajaraemos con los siguientes conjuntos:

CHX,R™) :={f: X - R™: f es continuamente diferenciable en a},
C2(X,R™) :={f: X = R™: f es dos veces continuamente diferenciable en a},

CHX,R™) = {f: X = R™: f esk veces continuamente diferenciable en a}

Para cada k € N, definimos el conjunto de funciones k& veces continuamente diferenciables
en X como

CH(X,R™) = {f: X = R™: f esk veces continuamente diferenciable}.

Si f € CF(X,R™), decimos que f es de clase C*.
Si todas las derivadas parciales de f existen y son continuas, decimos que f es infini-
tamente diferenciable. Asi, definimos

C™(X,R™) = (] C*(X,R™).

keN

Proposicién 6.19. Sea X C R" abierto, a € X y f: X — R™ continuamente diferen-
ciable en a. Entonces, [ es diferenciable.

Proposicién 6.20. Sean X C R" abierto, a € X y f € C*(X,R). Entonces, para cada
g, ke{l,... ,n},
Djif(a) =Dy, f(a).

Demostracién. Para la demostracién, basta pensar en n = 2. Sea A\: R? — R, donde para
cada (h, k) € R?,

A(h, 3) = f(a1, a2) — flar + h,az) — flar,as + k) + f(ar + h a2 + k).
Ahora, para cada k € R hagamos ¢;: bR — R, donde para cada t € R,
or(t) = f(t,as + k) — f(t,az).

Notemos que gr(a + h) — pr(a) = A(h, k). Ademds ¢, es derivable y continua. Por el
teorema del valor medio, existe £ € (a,a + h) tal que

Ah, k) = pr(a+h) — pr(a) = %(f)h = (D1f(§, a2 + k) — D1 f(, az))h.
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Como f € C%*(X,R), Dy f(z) es continua y derivable. Aplicando el teorema del valor medio
de nuevo, existe v € (az, as + k) tal que

)\(h, k) = (le(f, as + k) — D1f<€, ag))h = Dglf(g, I/)hk‘

Asi, para cada t € R, existe ¢; € R? tal que

)\(t, t) = D21f(q1)t2.

Siguiendo el mismo procedimiento pero con Dy, f(z), concluimos que existe ¢» € R? tal
que

)\(t, t) = Dlzf(QQ)tQ.

Luego,
C A
11_% t—2 = }1_{% Dzlf(pl) = D21f(a)
At ,
lim u =1im D5 f(p2) = D12 f(a).
t—0 t—0
Como el limite de una funcién es tnico, concluimos que Dy f(a) = D12 f(a). O

Definicién 6.21. Sea n € N. Un multi-indice es o € N™.
Definimos la longitud de un multi—indice como

Definimos el factorial del multi—indice como
al = alag! -+

Sea x € R™ y o un milti—indice de dimension n. Entonces
)

Q. .01 (02

Qn
n

Sea f € C*(R™,R) and o a multi-idice de dimension k. Entonces, para cada v € X
D f(x) = Dy'D3® - -- D" f ().

Proposicién 6.22 (Férmula de Taylor). Sean X C R™ abierno, k > 1, f € C*(X,R)
y a € X. Entonces, existe 0 > 0 tal que para cada x € B(a,d) existe £ € B(a,d) tal que

_ D@, DUE,
O D L




40 6.3 Derivadas de orden superior

Demostracion. Como X es abierto, existe 6 > 0 tal que B(a,d) C X. Sea z € B(a,J).
Hacemos o: [0,1] = X y h: [0,1] — R tales que para cada t € [0,1], o(t) = a + t(x — a)
y W) = f(o(t). Ast, 0(0) = a, o(1) = =, h(0) = f(a) y h(1) = f(x).

Notamos que h € C¥1(]0, 1], R). Entonces, existe s € (0, 1) tal que

L NE) (k+1) (g
(1) = (0) + Y h j!“’) + {ki 1(!)>. (7)

Ademas, por la regla de la cadena,

"0)=>_Dj fa)(xj, —a;) = Y_ D*(x—a)®

Jji1=1 |a|=1
W0) = DDy fla)(zy, — a;)(xy, —az,) = Y D*f(a)(z —a)™.
Ji=1j2=1 |a|:2

f) = @+ 3 2D o e 52 PO e .

|
= ! Wi (k+1)!

Ejercicios

1. Sea f: R — R y a € R. Demostrar que f es diferenciable en a si y solo si f es
derivable en a.

2. Sean a € R? y f: R? - R, donde para cada € R?, f(z) := z175. Demostrar que
f es diferenciable en a.

3. Sean a € R? y f: R* —» R, donde para cada x € R?, f(z) := x? + 2. Probar que f
es diferenciable y hallar df(a).

4. Sea f: R? — R, donde para cada x € R?, f(x) =

2 o 2. (Es f diferenciable en 07.

5. Sea X CR" ae€ Xy f: X — R™ Utilizando la definicién 6.1, demuestre que si f
es diferenciable en a entonces es continua en a.
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10.

11.

12.

13.

14.

Demostrar la proposicién 6.10.

Sea f: R?2 — R, donde para cada z € R2?, f(z) = e *~%3. Calcular las derivadas
parciales de f y construir su matriz jacobiana.

Demostrar que la funcién (6) es continua en a.

Calcular la derivada de h: R? — R, h(x,y) = f(u(z,y),v(z,y)) en un punto arbi-
trario de R?, donde

u® +v? e .
f(U,U):ma u(z,y) =e Y, w(z,y) =e".

Hacer un diagrama que explique como se relacionan las funciones continuas, funcio-
nes diferenciables y funciones continuamente diferenciables.

Sea f: R? — R tal que para cada = € R2,

2 2
:I:l - l‘Q
) = T1T2 .

Calcular D15 f(0) y D21 f(0). Porqué se obtienen estos valores?
Sea f: R? — R tal que para cada = € R,
f(x) = 2129 + 27 + 23.

Calcular las derivadas de orden 2 de f. Escribir los resultados utilizando la notacién
de multi—indice.

Calcular la férmula de Taylor de segundo orden para un punto arbitrario de R? para
la funcion del ejercicio anterior.

Calcular la férmula de Taylor de segundo orden al rededor de un punto arbitrario
de R? para f: R? — R, donde para cada x € R?,

f(z) = et cos(x2).



42

7. Maximos y minimos de una funciéon de R”

7.1. Formas cuadraticas

Definicién 7.1. Sea V' un espacio vectorial real. Una forma bilineal en V' es una funcion
f:V xV — R que es lineal respecto a cada argumento. Es decir,

flau+v,w) = af(u,w) + f(v,w) Yu,v,w €V, Va € R,
fu, aw +v) = af(u,w) + f(v,w) Vu,v,weV, VaeR.
Ejemplo 7.2. El producto interno candnico en R™ es una forma bilineal en R™.
Sea A € M, (R). Definimos f4: R" x R” — R mediante la regla
falz,y) =" Ay.
Entonces, f4 es una forma bilineal en R™.

Definicién 7.3. Sea V' un espacio vectorial real. Una funcion q: V x V — R se llama
forma cuadrdtica si existe una forma bilineal tal que para cada x € V,

q(z) = f(z,2).
En este caso, decimos que q es la forma cuadrdtica asociada a la forma bilineal f.

Ejemplo 7.4. La norma 2 en R" es la forma cuadrdtica asociada al producto interno
canonico en R™.

Sea A € M, (R) una matriz. Entonces, la forma cuadrética asociada a la forma bilineal
faesqa: R" - R,
qa(z) = falz,2) = 2 Ax.

En este caso, decimos que ¢4 es la forma cuadratica asociada a la matriz A.

Definicién 7.5. Sea A € M,(R). A se llama matriz definida positiva si la forma
cuadrdtica asociada a A es positiva definida:

' Az >0, Vo e R"\{0}.
En este caso, escribimos A > 0.

Definicién 7.6. Sean A € M,,(R), k€ {1,...,n}, 1 <i; <iy < --- < iy <n. El menor
principal de A ubicado en los renglones y columnas iy, ..., se define mendiante

My (iy - i) = det(Ag, g xfinmic})-
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Proposicién 7.7 (Criterio de Sylvester). Sea A € M,,(R). Entonces,
a) A >0 siy solo si, los menores principales de A son positivos.

b) A < 0 siy solo si, todos los menores de esquina de orden impar son negativos y
todos los menores de esquina de orden par son positivos.

7.2. Puntos criticos de una funcion

Definicién 7.8. Sea X C R"™ abierto y f: X — R.

Si existe a € X tal que para cada x € X, f(x) < f(a), decimos que f tiene un mdzimo
absoluto en a.

Si existe a € X tal que para cada x € X, f(x) > f(a), decimos que f tiene un minimo
absoluto en a.

Sean a € X y § > 0 tal que B(a,d) C X. Si para cada x € B(a,d), f(z) > f(a), decimos
que f tiene un minimo local en a.

Sean X C R" abierto, a € X y f € C*(X,R). Supongamos que df(a) = 0, es decir, que
para cada j € {1,...,n}, D;f(a) = 0. Entonces, decimos que a es un punto critico de f.

Proposicién 7.9. Sea X C R" abierto, a € X y f € CY(X,R). Supongamos que a es
minimo local de f. Entonces, a es punto critico de f.

Demostracion. Como a es maximo local, existe § > 0 tal que para todo = € B(a,d)
f(z) < f(a).
Sea j € {1,...,n}. Entonces, para cada t > 0,

fla+te;) — f(a)
+ >

Y, para cada t > 0,
fla+te;) — f(a)
: <
Como f € C'(X,R), existe la derivada parcial. Es decir,

= 0. [l

Definicién 7.10. Sea X C R" abierto, a € X y f € CY(X,R). Si a es punto critico de
f pero no es mdximo o minimo local de f, se llama punto silla de f.
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Definicién 7.11. Sea X C R"™ abierto, a € X y f € C*(X,R). Definimos la matriz
hessiana de f en a como

Dif(a) Dizf(a) -+ Dinf(a)

Dy, f(a D% a -+ Do, fla
Hy(a) = [Djrf(a)ljrey = f( ) f( | . f< |

Doif(a) Duaf(a) - D2f(a)

Proposicién 7.12. Sea X C R" abierto, a € R" y f € C*(X,R). Supongamos que a es
un punto critico de f en X. Entonces:

a) Si He(a) > 0, f tiene un minimo local en a.

b) Si He(a) <0, f tiene un mdximo local en a.

7.3. Multiplicadores de Lagrange

En ocasiones es necesario encontrar maximos o minimos de funciones sujetas a ciertas
restricciones. En esos casos es 1til la siguiente proposicion.

Proposiciéon 7.13 (Multiplicadores de Lagrange). Sean n,m € N, n > m, a € R" y
1,915, gm € CHR™,R). Supongamos que f restringida a gi,...,g, tiene un mdzimo o
minimo en a. Entonces, existen \i, ..., \, € R tal que

df(a)" = M(dg(a)"

Ejemplo 7.14. Sean f: R*? — R definida mediante la regla f(z) = 2 + 22 + 23, y
g: R? - R definida mediante g(z) = 23 + }Lxg — 1. Hallar los mdzimos y minimos de f
sujeta a g(x) = 0.

Demostracion. Primero calculamo df y dg en puntos arbitrarios.

@ =30 s = 2]

21’2 233'2

Entonces, planteamos la igualdad:

o[
2.1’2 51’2
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Y obtenemos el sistema de ecuaciones
2.T1 = /\2%1,
1
QZEQ = /\51‘2

De la primera ecuacion, A = 1. Sustituyendo en la segunda ecuaciéon, rs = 0. Como
buscamos los méximos y minimos de f sujeta a g(x) = 0, sustituimos x5 en g:

0=az]—1.

Por lo tanto, x;1 = 1 6 1 = —1. Entonces, los puntos criticos de f sujeta a g(z) = 0 para
A=1,son (1,0) y (—1,0).

Por otro lado, utilizando la segunda ecuacion del sistema de ecuaciones, A = 4. Susti-
tuyendo en la primer ecuacién, x; = 0. Luego, utilizando g(x) = 0, tenemos

1
0= -a5—1.
172
Luego, xo = 2 6 x5 = —2. Por lo tanto, los puntos criticos de f sujeta a g(z) = 0 para

A =4, son (0,2) y (0,-2).
Evaluando en f, determinamos si son maximos o minimos:

fL
f<_17

£(0
f

I

(0,
(O’_

Y

0) =3
0) =3,
2) =4
2) =4

Asi, (1,0) y (—1,0) son minimos, mientras que (0,2) y (0, —2) son maximos. O

7.4. Ejercicios
1. Sea f: R? — R definida mediante
f(z,y) = 4x1y1 — Txs.
Determinar si f es una forma bilineal.

2. Sea V un espacio vectorial y ¢: V' — R una forma cuadréatica. Demuestre que ¢ es
homogénea de grado 2, es decir,

q(\1) = Nq(x), Vz eV, VIeR.
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3. Sean U C R? abierto, a € U y f € C?(U,R). Supongamos que a es punto critico de
f v ademas,

Dif(a)D3f(a) — (D12f(a))? < 0.

Demostrar que a es punto silla de f.

4. Sea f:R? — R definida mediante f(x) := sin(z? + z2). ;Cudles son los puntos
criticos de f7

5. Encontrar los puntos criticos de las siguientes funciones y determinar si son maximos,
minimos o puntos silla:

I
&
—o
|
[\
2
&
o
+
[\
&
VIS

6. Sean D = {x € R*: ||z|| <1}y f: D — R definida mediante f(z) := (23 + z3)%.
Hallar los méaximos y minimos de f.

7. En los siguientes ejercicios, hallar los maximos y minimos de f sujeta a g(z) = 0.
Ademas, dar una interpretacion geométrica de f y las restricciones.

a Sean f: R?® — R dada mediante la regla f(z) == 2; + 23 y g: R® — R dada

mediante la regla g(z) = 2% + 23 + 3 — 1.

b) f: R?* - R dada mediante la regla f(z) == 22 — 22 y g: R*> — R dada mediante
la regla g(v) == 22 + 22 — 1.

c) f: R3 — R dada mediante la regla f(x) = 323423, g;: R®> — R dada mediante
la regla g;(z) == 4x; — 379 — 9y ¢g2: R® — R dada mediante la regla gs(z) ==

2 _ 2

x] — x5 —09.

8. Consideremos la recla Ax; + By = C en R? y sea p € R2. Encontrar el punto de la
recta mas cercano a p.
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