Preliminares: Familias de conjuntos

Sea X un conjunto. Denotamos el conjunto potencia de X como P(X) y al comple-
mento de X por X¢.

Definicién 1. Sean X e I conjuntos y U C P(X). Una familia de conjuntos indexada
en I es una funcion f: I —U.

Los elementos de la familia son los valores de la funciéon f. En este caso, denotamos
por U, a cada uno de los valores de f, es decir, si f: I — U es una familia de conjuntos,

Uy = f(a).
Asi, denotamos a la familia de conjuntos como (Uy)aer-

Ejemplo 2. Sean X un conjunto no vacio, I = {1,2,3}. Sean R,S,T C X. Definimos
f: I —{R,S, T} mediante f(1) =R, f(2) =S y f(3) :=T. Entonces, Uy = R, Uy = S
yUs =T, y (Us)acr = (U1, Uz,U3) = (R, S, T).

Ejemplo 3. Para cada n € N considere el conjunto (%, 1) C R. Entonces, la funcion
f: N —= P(R) donde f(n) = [%, 1] es una familia de conjuntos. Un modo convencional
de denotar a esta familia es ([1 1})n€N.

n’
Definicién 4 (Unién de una familia arbitraria de conjuntos). Sea (Uy,)aecr una coleccion
arbitraria de conjuntos. Entonces,

T E UUO‘ <~ da€el, xe€U,.

ael

Definicién 5 (Interseccién de una familia arbitraria de conjuntos). Sea (Uy)acr una
coleccion arbitraria de conjuntos. Entonces,

r€(\Ua < Vacl, zel,.

ael

Ejemplo 6. Considere la familia ((O l))neN. Entonces, | ey (O, %) =(0,1).

‘n

Demostracion. Si x € e (0,%), existe £ € N tal que =z € (0,%
x <+ < 1. Porloquez € (0,1).
Si x € (0,1), por la propiedad arquimediana existe ny € N tal que % > nyg, esto es,

1 1 1
7 > . Por lo tanto, = € (O, n—0>. Luego, © € ey (07 E)' 0

). Luego, 0 < z y

Ejemplo 7. Considere la familia ((—*, %))%N. Entonces, ey (—2, 1) = {0}.

)
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Demostracion. Es claro que para cadan € N, {0} C (=%, 2). Luego, {0} € N,y (=2, 2).
Seax € (),en (—%, %) Entonces, para cadan € N, —% <z < % De manera equivalen-
te, para cadan € N, 0 < |z]| < % Es decir, z = 0. Por lo tanto, (1, .y (— L l) c{o}. O

n’n

Proposicién 8 (Leyes de Morgan). Sea (Uy)acr. Entonces se satisfacen
a) (Uael Ua)c = ﬂae[ Us-
b) (ﬂael UO‘)C = UaEI ng

Demostracion. Ejercicio. O]

Conjuntos abiertos y cerrados

Comenzaremos esta seccién con definiciones.

Definicién 9. Sea a € R" y e > 0. Definimos la bola con centro en a y radio € como el
conjunto
B(a,e) ={zx e R": ||z —al <e}.

Definicién 10. Sea A C R"™. Decimos que A es un conjunto abierto en R™ si para todo
a € A existe 6 > 0 tal que
B(a,d) C A.

Ejemplo 11. Para cada a € R™ y cada € > 0, B(a,e) es un conjunto abierto.

Demostracion. Sea x € B(a,e). Entonces, || —a| < €. Sea r = ¢ — ||z — a|| y sea
y € B(xz,r). Entonces, aplicando la desigualdad del tridngulo y acotando ||y — z|| < r,
tenemos

ly —all <lly —z| + ||z —af| <e.

Por lo tanto, y € B(a,¢). Como y fue arbitrario, concluimos que B(z,r) C B(a,¢). Asi,
B(a, ) es un abierto en R". O

Proposicion 12. Las siguientes afirmaciones son ciertas:
1. R™ y @ son conjuntos abiertos.
2. Sea (Uy)aer una familia de conjuntos abiertos. Entonces, | J,c; Ua es abierto.
3. Sean Uy y Uy abiertos. Entonces, Uy NUsy es abierto.

Demostracion. 1. Sea a € R". Entonces, B(a,1) C R", por definicién. Por lo tanto,
R™ es abierto. Por otro lado, & es abierto por vacuidad.



2. Sea x € |J,e; Us- Entonces, existe a; € I tal que z € U,,. Sabemos que para cada
a € I, U, es abierto. Luego, existe r > 0 tal que B(z,7) € Uy, € J,e; Ua- Por lo
tanto, |J,c; Ua es abierto.

3. Sea x € Uy (\Us. Entonces = € Uy y x € Us. Por lo tanto, existe r; > 0y ry > 0

tales que
B(z,r) C Uy, B(x,ry) C Us.

Hacemos r := min{ry,m}. Sea y € B(x,r). Entonces,
ly—zl|<r<r, Jy—z|<r<r.

Por lo tanto, y € B(x,r) C Uy y y € B(x,ry) C Us. Luego, B(x,r) C Uy (\Us. Es
decir, Uy [ Us es abierto.
O

Definicién 13. Sea V. C R™. Decimos que V' es un conjunto cerrado en R™ si V¢ es
abierto.

Note que las definiciones de abierto y cerrado no se excluyen entre si. Que un conjunto
no sea abierto no implica que sea cerrado y viceversa.

Proposicién 14. Las siguientes afirmaciones son ciertas:
1. R™ y @ son conjuntos cerrados.
2. Sea (Uy)acr una familia de conjuntos cerrados. Entonces, (),c; Ua €s cerrado.
3. Sean Uy y Us cerrados. Entonces, Uy |JUs es cerrado.

Demostracion. Ejercicio. O

Puntos interiores, de adherencia y de acumulacién

Definicién 15. Sean X C R"™ y a € X. Decimos que a es punto interior de X si existe
e >0 tal que B(a,e) C X.
Definimos el interior de X, X°, como el conjunto de todos los puntos interiores de X :

X ={a€eX: 3r>0, Bla,7) C X}.
Proposicion 16. Sea X C R™. Entonces X° es abierto.

Demostracion. Ejercicio. O



Definicién 17. Sean X CR" y a € R™. Decimos que a es punto de adherencia de X, si
para cada € > 0, B(a,e) N X # &.
Definimos la cerradura de X, X, como el conjunto de todos los puntos de adherencia
de X :
X ={yeR": Ve>0, Bly,e)NX # &}

Proposicién 18. Sea X C R™. Entonces, X es cerrado.
Demostracion. Ejercicio. O]
Proposicion 19. Sea X C R". Entonces X es cerrado si y solo si X =X.

Demostracion. = Suponemos que X es cerrado. De la definicién de X, tenemos X C
X. Por otro lado, sea a € X y supongamos que a ¢ X. Como X es cerrado, existe
r > 0 tal que B(a,r) C X¢. Luego, B(a,r)[X # &, lo cual es una contradiccion,
pues a € X. Por lo tanto, a € X. Como a fue arbitrario, X C X.

<= Supongamos que X = X. Por la proposicién 18, se tiene el resultado.
m

Definicién 20. Sean X C R" y a € R™. Decimos que a es punto de acumulacion de X,
si para todo € > 0, (B(a,e)\{a}) N X # 2.

Definimos el conjunto derivado de X, X' como el conjunto de todos sus puntos de
acumulacion:

X' ={aeR": Ve >0 (B(a,e)\{a})}.

Ejercicios
1. Para cada k € N, definimos Ay == {r € R?: x5 > k}. Demuestre que

a) Para cada k € N, A;q C Ay
b) UkGN Ak == Al.
2. Demuestre la proposicion 8.

3. En los siguientes incisos, muestre que cada conjunto es abierto y haga un dibujo del
conjunto:

a) A={z eR": x; >0, zy > 0}.
b) A={x eR": || <1}



10.

11.

12.

13.

14.

c) A={r eR?* 1<z <o}

Sean n € Ny Uy,...,U, subconjuntos abiertos de R". Demuestre que ﬂ;‘:l Uj es
abierto. Sugerencia: Seguir la demostracion del inciso 3. de la proposicién 12.

Dar un ejemplo de una familia de abiertos tal que su interseccién no es un conjunto
abierto.

Demuestre la proposicién 14.

Sea a € R™. Demuestre que {a} es un conjunto cerrado en R".

Seann € Ny ay,...,a, € R. Demuestre que {ay,...,a,} es cerrado en R.
Demuestre la proposicion 16.

En R, sea A := (0, 1]. Demuestre que A no es abierto ni cerrado. Encontrar A y A°.
Sea X C R™. Demuestre que X C X.

Demuestre la proposicion 18.

Sea X C R". Demuestre que X’ es cerrado.

Sea X C R™ Demuestre que X = X U X".



