Requisitos

Teorema 1 (Bolzano—Weierstrass). Sea (z¥)ren una sucesion acotada en R™. Entonces,
(%) ren tiene una subsucesién convergente.

Corolario 2. Sea X C R". Entonces, X es cerrado si y solo si existe una sucesion de
elementos de X, (2%)pen, tal que limy_,o 2* = a.

Proposicién 3. Sea (2%)ren una sucesion en R™. Entonces, (z¥)ren es de Cauchy, si y
solo si, (2%)ren es convergente.

Conjuntos compactos

El objetivo de esta seccion es conocer a los conjuntos compactos y demostrar el teorema
de Heine-Borel.

Definicién 4 (Cubierta de un conjunto). Sea X C R"™ y (U, )acr una familia de conjuntos
abiertos en R™. Decimos que (Uy)acr €s cubierta abierta de X si

XgUUa.

Si JC I, y(Uy)aes es cubierta de X, decimos que (Uy)acs es subcubierta de (Uy)aer-

Definicién 5 (Conjuntos compactos). Sea K C R"™. Decimos que K es compacto si para
toda cubierta abierta de K, (Us)acr, exzisten m € Ny ay, ..., € I tales que (Ua,)Tl,
es cubierta de K.

Note que para demostrar que un conjunto K es compacto, debemos dar una cubierta
abierta arbitraria de K y encontrar una subcubierta finita.

Definicién 6 (Conjuntos secuencialmente compactos). Sea K C R™. Si toda sucesion
de elementos de K, (2*)en, tiene una subsucesion (x®®)ey tal que limy_,o0 2% € K,
decimos que K es secuencialmente compacto.

Lema 7. Sea X € R" secuencialmente compacto. Entonces, para todo € > 0 existen
meNyx,...,v, €X tales que

X ¢ | JB(z,e).
j=1
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Demostracion. Supongamos que no se satisface el lema. Es decir, que existe g > 0 tal
que para cada m € N y para cada zy,...,z,, € X,

X ¢ | B(xj.e).

j=1

Sea ' € X. Por la suposicién inicial, X ¢ B(xy,&). Luego, existe 2> € X tal que
22 ¢ Bzt eg) y X & U?Zl B(x7,&p). Supongamos que hemos escogido k elementos de X
de manera que si [,m € {1,...,k} y [ # k, entonces ||z —2™|| > gy X & U;?:l B(27, g).
Escogemos 2%t € X tal que 2%t ¢ U?:l B(27,¢&p). Asi, de manera inductiva construimos
una sucesion (z¥)ren de elementos de X tal que para todo m € N, si [ < m, entonces

2™ — 2F| > o, X g UB(xj,eo).
j=1

Como X es secuencialmente compacto, la sucesién (%), tiene una subsuseciéon conver-
gente (2%%)),cx. Por la proposicién 3 (z%®),cy es de Cauchy. Entonces, existe N € N tal
que si n,m > N,
€0
2o — e < 2,
|| <

Por otro lado, si n > m, ||z%™ — 22| > ¢4. Lo cual es una contradiccién. O

Lema 8. Sea X C R" secuencialmente compacto y (Uy)acr- Entonces, eziste €q tal que
para toda x € X existe a, € I tal que B(x,e) C U,,.

Demostracion. Supongamos que no se satisface el lema. Esto es, para todo € > 0 existe
x € X tal que para todo o € I, B(x,¢) € U,. Entonces, para cada k € N existe a* € X
tal que para todo o € I, B(a*, %) ¢ U,. Consideramos la sucesién (a*)zeny. Como X es
secuencialmente compacto, (a*)rey tiene una subsusecién convergente (a’®),cy tal que
limy_n a®® € X. Sea a = limy_ya®®. Como (Ua)acr es cubierta de X, existe ag € [
tal que a € U,,. Ademas, U,, es abierto, por lo que existe r > 0 tal que B(a,r) C U,,.

Recordemos que (a’®)),cy es convergente. Entonces, existe N; € N tal que para todo
n > Ny,

B(n) _ < t
2% —af < L.
Sea x € B(a®W, ﬁ) Por la propiedad arquimediana, existe Ny € N tal que ﬁ(}VZ) < 3.

Sea N = méax{Ny, No} y I > N.
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Por otro lado,
lz = all < [lz = 2”@ + [|2"®) — af| < 7.

Es decir, z € B(a,r). Por lo tanto, B(a’®, ﬁ) C B(a,r) C U,,. Lo cual es una contra-

diccién. O
Teorema 9 (Heine-Borel). Sea K C R™. Entonces, son equivalentes
i) K es compacto.
ii) K es cerrado y acotado.
ii1) K es secuencialmente compacto.
Demostracion. Realizaremos la demostraciéon siguiendo i) =— i), 1) = i)y
i) = 1ii) Suponemos que K es compacto. Veamos que K es acotado.

Consideramos la familia de bolas (B(0,n))nen. Esta familia es cubierta de K. Como
K es compacto, existen N € Ny ky,..., ky € N tales que

N
K C | JB(0,k;).
j=1

Haceindo r := max{ky,...,kx}, tenemos que K C B(0,r). Es decir, K es acotado.

Ahora, veamos que K es cerrado. Para esto verificamos que K¢ es abierto. Sea

— ly—all

a € K¢ Para cada y € K, hacemos r, = 5% La familia de bolas (B(y,7y))yex
es cubierta de K. Como K es compacto, existe N € Ny y1,...,yny € K tales que

N
K C U B(yjaryj)'

j=1

Sean ¢ = min{ry,,...,7,} vy * € K. Entonces, existe [ € {1,..., N} tal que
x € B(y,ry,). Luego, ||z — y|| < 7. Por otro lado, de la desigualdad del tridngulo,
|z =yl < ||z — al| + ||y; — a]|. Entonces, tenemos las siguientes desigualdades

[z = all = [ly: = all = [z — i
> |lye = all =

ly: — a
=ly—al-=5—=m2<

Es decir, z ¢ B(a,e). Como z fue arbitrario, K C B(a,¢)¢. Luego, B(a,e) C K°.
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ii) = iii) Suponemos que K es cerrado y acotado. Sea (z¥)ren una sucesion de elementos de

K. Como K es acotado, por el teorema 1 (2¥)gey tiene una subsucesion (z%%)), oy
convergente. Sea a = 1fmy,_,o, 2**). Como K es cerrado, por el corolario 2, a € K.

Por lo tanto, K es secuencialmente compacto.

i1i) = i) Suponemos que K es secuencialmente compacto. Sea (U, )qer una cubierta abierta de

K. Por el lema 8 existe ¢ tal que para cada z € K existe a € I tal que B(x,eq) C U,.
Por el lema 7 existen s € Ny zq,...,z, € K tales que X C szl B(z,&0). Luego,
para cada j € {1,...,s} existe a; € I tal que B(x;,c0) C U,,. Por lo tanto,

S
K c|]JU., O
j=1
Ejercicios

1. Sea a € R"™. Demuestre que {a} es compacto.

2. Sean m € Ny ay,...,a, € R". Demuestre que {ay,...,a,} es compacto.

3. Sean a € R™ (2%)pcny una sucesién en R” tal que limy_,o ¥ = a. Demuestre que
{2*}ren U{a} es un conjunto compacto.

4. Sean A y B conjuntos compactos. Demuestre que AU B es compacto.

5. Seann € Ny Ay, ..., A, conjuntos compactos. Demuestre que U?:l A; es compacto.

6. Sea (Kq)aer una familia de conjuntos compactos. Demuestre que (1, .; K, es com-
pacto.

7. Sea K un conjunto compacto en R™ y V' C K cerrado. Utilizando la definicién 5,
demuestre que V' es compacto.

8. Sea K un conjunto compacto en R™ y V' C K cerrado. Utilizando el teorema 9,

demuestre que V' es compacto.



