Derivadas de orden superior y formula de Taylor

Definicién 1. Sea X C R" abierto, a € X y f: X — R™. Si las derivadas parciales de
f en a existen y son continuas, decimos que f es continuamente diefrenciable en a.

Definicién 2. Sea X C R"™ abierto, a € X, f: X — R™ tal que existen sus derivadas
parciales en a. Definimos las derivadas parciales de orden 2 en a como

Dy ;f(a) = Dg(D, f(a)).

Si las derivadas parciales de orden 2 de f en a existen y son continuas, [ se dice dos
veces continuamente diferenciable.

De manera secuencial, si existen las derivadas parciales de orden k de f en a y todas
son continuas, decimos que f es k veces continuamente diferenciable en a.

En adelante, trabajaraemos con los siguientes conjuntos:

CHX,R™) :={f: X - R™: f es continuamente diferenciable en a},
C2(X,R™):={f: X - R™: f es dos veces continuamente diferenciable en a},

CHX,R™) = {f: X = R™: f esk veces continuamente diferenciable en a}

Para cada k € N, definimos el conjunto de funciones k veces continuamente diferenciables
en X como

CHX,R™) = {f: X - R™: f esk veces continuamente diferenciable}.

Si f € C*(X,R™), decimos que f es de clase C*.
Si todas las derivadas parciales de f existen y son continuas, decimos que f es infini-
tamente diferenciable. Asi, definimos

C(X,R™) = [| CH(X,R™).

keN

Proposicion 3. Sea X C R" abierto, a € X y f: X — R™ continuamente diferenciable
en a. Entonces, f es diferenciable.

Proposicién 4. Sean X C R" abierto, a € X y f € C*(X,R). Entonces, para cada
Jke{l,...,n},

Dji.f(a) = Dy f(a).

1



Demostracion. Para la demostracién, basta pensar en n = 2. Sea A\: R? — R, donde para

cada (h, k) € R?,
A(h,j) = flar,a2) — f(ay + h,a2) — f(ar,as + k) + f(ar + h, a2 + k).
Ahora, para cada k € R hagamos ¢;: bR — R, donde para cada t € R,
pr(t) = f(t, ag + k) = f(t, az).

Notemos que p(a + h) — pr(a) = A(h, k). Ademds ¢, es derivable y continua. Por el
teorema del valor medio, existe & € (a,a + h) tal que

Ah, k) = pr(a+h) — pr(a) = @?c(f)h = (D1f(§, a2 + k) — D1 f(§, az))h.

Como f € C*(X,R), Dy f(z) es continua y derivable. Aplicando el teorema del valor medio
de nuevo, existe v € (az, as + k) tal que

A(h, k) = (D1f(§, a2 + k) — D1 f(§, az2))h = Doy f(§, v) k.

Asi, para cada t € R, existe ¢; € R? tal que
)\(t,t) = Dglf(ql)t2.

Siguiendo el mismo procedimiento pero con Dy, f(z), concluimos que existe ¢» € R? tal

que
A(t,t) = Diaf(g2)t>.
Luego,
ALY
11_1)% 2 11_136 D1 f(p1) = Da1f(a)
At
12% 2 1%% D12 f(p2) = Diaf(a).
Como el limite de una funcién es tnico, concluimos que Dy f(a) = Do f(a). [

Definicién 5. Sea n € N. Un multi—indice es a € N™.
Definimos la longitud de un multi—indice como

o) =0+ + .
Definimos el factorial del multi—indice como
al = arlag! -+ a!.
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Sea v € R" y a un milti—indice de dimension n. Entonces,

« a1 02
xr —xl x2 e

(0773
n

Sea f € CH(R™ R) and o a multi-idice de dimension k. Entonces, para cada v € X
Df(x) == Dy Dy* - - Di* f ().

Proposicién 6 (Férmula de Taylor). Sean X C R" abierno, k > 1, f € C*1(X,R) y
a € X. Entonces, eziste 6 > 0 tal que para cada x € B(a,d) existe £ € B(a,d) tal que

1) = fa)+ 3 P a3 if <f)>!<x_a)a.

|| <k ' |a|=k+1

Demostracion. Como X es abierto, existe 6 > 0 tal que B(a,d) C X. Sea z € B(a,?).
Hacemos o: [0,1] = X y h: [0,1] — R tales que para cada t € [0,1], o(t) = a + t(x — a)
y W) = f(o(t). Asi, 0(0) = a, o(1) = =, h(0) = f(a) y h(1) = f(x).

Notamos que h € C**1([0,1],R). Entonces, existe s € (0,1) tal que

~hO(0) , E(s)
Z CESOR (1)

Ademas, por la regla de la cadena,

0) = Difla)(zj, —a;) =) Dz —a)

Ji=1 la|=1
n"(0) = Z Z D;,Dj, f(a)(z;, — a;,)(zj, — aj,) Z D®f(a)(x —a)®.
J1=1j2=1 || =2

hM(0) = > Df(a)(z — a)°,

laf=k

k+1 Z Da .T . a)a.

laf=k

Sustituyendo en (1), tenemos

= f(a) + Z DOZ‘(G) (x —a)*+ Z D* /(&) (x —a)*. O

|
|| <k ’ la|=k+1 <k T 1)'




Ejercicios

1. Sea f: R? — R tal que para cada x € R?,

2 2
) = 1T .
f(@) 22 + 22

Calcular D15 f(0) y Doy f(0). Porqué se obtienen estos valores?

2. Sea f: R? — R tal que para cada x € R,
f(z) = 2120 + 2% + 23,

Calcular las derivadas de orden 2 de f. Escribir los resultados utilizando la notacion
de multi—indice.

3. Calcular la férmula de Taylor de segundo orden para un punto arbitrario de R? para
la funcién del ejercicio anterior.

4. Calcular la féormula de Taylor de segundo orden al rededor de un punto arbitrario
de R? para f: R? — R, donde para cada x € R?,

f(z) = "t cos(xq).



