Derivadas parciales

Definicién 1. Sea X C R" abierto, a € X y f: X — R™. Sea u € R", ||ul]| = 1.
Definimos la derivada direccional de f en a en la direccion u, como

D, f(a) = lim L0010 = (@)

t—0 t

Ejemplo 2. Sea f: R? = R tal que para cada x € R?,

o) = g TTD
0, xz=0.

Calcular las derivadas direccionales de f en (0,0).

Demostracidn. Sea u € R?, tal que ||u|| = 1. Entonces,
t3 2 2

=lm——s—2— =lim —5—>2—.
=0 t(t2u? + t*u3) -0 u? + 2uj
Luego,

0, Uy = 0;

uy’
Por lo tanto, la derivada direccional en 0 existe en todas direcciones. Sin embargo, f no
es diferenciable en 0, debido a que f no es continua en 0. O]

Proposicion 3. Sea X C R" abierto, a € X y f: X — R™. Si f es diferenciable en a,
entonces existe D, f(a) para cada u € R”, ||ul| = 1.

Demostracion. Como f es diferenciable en a, existe ¢: X — R™ tal que ¢ es continua en
a, p(a) =0y para cada z € X,

f(@) = f(a) +df(a)(x — a) + [lz — allp(a).

Sea u € R", |lu|| = 1. Entonces,
tu) — d t t t
D f(a) — i £ 1) = F(@) _ dF@)(t) + tulipla+ 1)
t—0 t t—0 t
td t t t
g @00 ¢ (e ) .

t—0 t
Definicién 4. Sea (ej)?zl la base canonica de R™. Sea X C R"™ abierto,a e X y f: X —
R™. Para cada j € {1,...,m} definimos la derivada parcial de f respecto a x; como

D;f(a) := D, f(a).
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Para las derivadas parciales, es comun encontrar en libros de texto la notacién %(a).
J

Proposicién 5. Sean X C R" abierto,a € X y f: X — R™ diferenciable en a. Entonces,
df(a) = [D; fu(a)]32,

Demostracion. Para cadaz € X,z =>"

j—1Tje;j. Entonces,

df(a)r = ijdf(a)ej = ij D;f(a).

Notemos que D; f(a) = (D, fi(a),...,D;fn(a)). Por lo tanto,

Difi(a) -+ Dnfi(a)
i5(a) = | PO DRl
lem(a) anm(a)

La matriz asociada a la transformacién df(a) se llama matriz jacobiana de f en a.

Proposicién 6 (Regla de la cadena). Sean X C R"™ abierto, a € X, f: X — R" dife-
renciable en a, Y C R™ tal que f[X] C Y, g: Y — RP diferenciable en f(a). Entonces,
go f: X — RP es diferenciable en a y

d(g o f)(a) = dg(f(a)) df(a).

Demostracion. Como f es diferenciable en a, existe ¢: X — R™ tal que para cada x € X,

f(@) = fa) + df(a)(z — a) + ||z — all¢(z).

Por otro lado, como g es diferenciable en f(a), existe 1): Y — RP tal que para caday € Y,

9(y) = g(f(a)) + dg(f(a))(y — f(a)) + [ly — f(a)l[¥(y).

Como ¢g[X] C Y, para cada x € X,

9(f(@)) = g(f(a)) + dg(f(a))(f(z) = f(a)) + [[f () = f(a)[[:(f(x))-

9(f (@) = g(f(a))+dg(f(a))(d(a)(z—a)+[lz—=alp(z))+|d(a) (z—a)+|z—alp(z)[|(f ().
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Hacemos ¥: X — RP, donde para cada z € X,

lz—all ’

{ ld(a)z=a)te@)llz—allllll¥(f DI £ a;

0, T = a.
® es continua en a y ®(a) = 0 y para cada z € X. Entonces,

9(f(x)) = g(f(a)) + dg(f(a))d(a)(z — a) + df(a)p(z)|z — al| + [lz — a] ®(z).

Como ¢ y ® son continuas en a, y ¢(a) = ®(a) = 0, tenemos que g o f es diferenciable
en ay d(go f)(a) =dg(f(a))d(a). O

Ejercicios
1. Sea f: R? — R, donde para cada z € R?, f(z) == e~*1=73_ Calcular las derivadas
parciales de f y construir su matriz jacobiana.

2. Demostrar que la funcién (1) es continua en a.

3. Calcular la derivada de h: R? — R, h(z,y) = f(u(z,y),v(z,y)) en un punto arbi-
trario de R?, donde
w vt —am :
f(U,U) - 5 U(l’,y):e ya U<x7y):e v
u? —v
4. Hacer un diagrama que explique como se relacionan las funciones continuas, funcio-
nes diferenciables y funciones continuamente diferenciables.



