Preliminares

Teorema 1. Sea K C R"™. Entonces, K es compacto si y solo si K es cerrado y acotado.

Funciones continuas en R"

Definicién 2. Sean K CR" y f: K - R™, a € K yl € R™. Decimos que l es el limite
de f cuando x tiende a a si para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que si ||z — al| <, entonces

If(z) =1 <e.
Si el limite de f cuando x tiende a a es f(a), decimos que f es continua en a.
St f es continua en cada punto de K, decimos que [ es continua en K.

Ejemplo 3. Sea f: R* — R tal que para cada x € R?, f(x) := z129. Demostrar que f es
continua en R2.

Demostracion. Sea a € R?. Para cada x € R? estimamos la diferencia:

/(@) - £(@)| = o122 — aras
< |zollr1 — ar| + |aa|[z2 — ag

< (lz[l + llalDllz = all

Supongamos que ||z — a|| < 1. Entonces, ||z|| — ||a|]| < ||z — a|| < 1. Por lo que, para cada
z € B(a,1), ||z|| <1+ |la||. Haciendo ¢ = min{l, Trofar (» tenemos
[f (@) = f(a)| < (2]l + llal)llz — ol
< (T+2[lalDlle —af <e. O

Proposicién 4. Sea X CR", f: X - R™ ya € X. Entonces, f es continua en a si y
solo si para cada sucesion (x¥)ren, tal que limy_ o 2% = a, se tiene limy_,o f(2%) = f(a).

Demostracion. =) Supongamos que f es continua en a. Sea (¥*)yey una sucesién tal

¥ = a. Queremos verificar que limy_,, f(2*) = f(a). Sea € > 0. Como

que limg_,yx
f es continua en a, existe 6 > 0 tal que si || — a|| < § entonces || f(z) — f(a)|| <e.
Como limy_,y 2% = a, para ¢ existe N € N tal que si n > N entonces, ||z" — a|| < 4.

Por lo tanto, si n > N, ||f(2") — f(a)|| < &. Es decir, limy_.o, f(z*) = f(a).

<=) Supongamos que para cada sucesién (z¥)rey tal que limy_,y2* = a, se satisface
limy, 00 f(z%) = f(a). Supongamos ademss, que f no es continua en a. Entonces,
existe g9 > 0 tal que para cada 6 > 0, si ||z — al| < 0 entonces || f(z) — f(a)|| > €.
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Para cada k € N, sea ¥ € B (a, %) Entonces, (2¥)ren es una sucesién tal que
limy, 00 % = a, por lo que limy_,., f(2¥) = f(a). Luego, existe N € N tal que si
n > N entonces, | f(2") — f(a)|| < 5. Por otro lado, g9 < || f(2") — f(a)||. Lo cual
es una contradiccion. Por lo tanto, f debe ser continua en a.

]

Definicién 5. Sean X CR" y f,g: X — R™. Definimos las funciones:

1. f+g: X — R", donde para cada x € R,
(f +9)(x) = f(x) + g(z).
2. Sea o € R. Hacemos af: X — R", donde para cada x € R",
(af)(z) = af (z).
3. Sim =1, hacemos fg: X — R", donde para cada x € R",
(f9)(x) = f(x)g(x).

4. Sim =1, sea D, = {x € X: g(z) # 0}. Hacemos 5: X — R, donde para cada

z € D,,
(&)@

Proposicion 6. Sean X CR", a € X y f,g: X — R™ continuas en a. Entonces,
1. f+ g es continua en a.
2. Para cada a € R, af es continua en a.
3. Sim=1, fg es continua en a.

Demostracion. Ejercicio O]

Proposicién 7. Sean X C R", a € X y f: X — R™. Entonces, f = (f1,..., fm) es
continua en a si y solo si para cada j € {1,...,m}, f; es continua en a.

Demostracion. —) Supongamos que f es continua en a. Sea € > 0. Entonces, existe
d > 0tal quesi ||z —al <0, ||f(z) — f(a)|]| < e. Luego, para cada j € {1,...,m},

fi(x) = fla)] < [If (z) = fla)l] <e.

Por lo tanto, f; es continua en a.



<=) Supongamos que para cada j € {1,...,m}, f; es continua en a. Sea ¢ > 0. Luego,
para cada j € {1,...,m} existe 6; > 0 tal que si ||z — a|| < J;, entonces se tiene
|fi(r) = fi(a)| < 5. Hagamos ¢ := min{d;}72,. Si ||x — al| < 4, entonces

|f(x) Z a)| < e. O

Proposicién 8. Sean X CR", Y CR™ aec X, f: X - R"™ yg: Y — RP tales que
fIX] C Y, f es continua en a y g es continua en f(a). Entonces, go f: X — RP es
continua en a.

Demostracion. Sea € > 0. Por hipdtesis, g es continua en f(a). Luego, existe §; > 0 tal
que si ||y — f(a)|]| < 01, entonces ||g(y) — g(f(a))|| < e. Como f es continua en a, para
d; existe dy > 0 tal que si ||x — al| < J2, entonces || f(z) — f(a)|| < ;. Por lo tanto, si
|2 — all < 61, tenemos que [lg(f(x)) — g(f(a))| <e. O

Proposicién 9. Sea X CR" y f: X — R™. Entonces, f es continua en X si y solo si
para cada abierto W C R™ existe un abierto U C R™ tal que

=X(U.

Demostracién. =) Supongamos que f es continua en X y que f~ W] # @. Como
W es abierto, para cada x € f~!'[IV] existe e, > 0 tal que B(f(x),e,) C
Como f es continua, para cada ¢, existe 6, > 0 tal que si z € B(x,d,) entonces,

f(z) € B(f(z),e,). Hagamos

U= U Ba:(s

Entonces, U es abierto y f~![W] C UNX. Seay € U X. Existe x € U tal que
y € B(z,d,). Luego, f(y) € B(f(z),e,) € W. Por lo tanto, y € f~![W]. Asi,
tenemos la contencién U (X C f~HW].

<) Supongamos que para cada abierto W C R™ existe un abierto U C R" tal que
fUW]=XNU.Sean a € X y € > 0. Como B(f(a),¢) es abierto en R™, existe U
abierto en R" tal que

FB(f(a), )]l = U X.
Entonces, a € U X. Como U es abierto, existe § > 0 tal que B(a,d) C U.

Proposicién 10. Sea K C R" compacto y f: K — R™. Entonces, f[K] es compacto.
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Demostracion. Sea (U, )aer una cubierta de f[K]. Por la proposicién 9, para cada « € T
existe W, C R” tal que

UL =Wa [ K.
Siz € K, existe g € I tal que f(x) € U,,. Luego, x € [~HUqy,| = W, K C W,,. Como
K es compacto, existen p € Ny ay,...,q, € I tales que K C (Ji_, Uy, Sea y € f[K].
Entonces, existe z € K tal que f(r) = y. Luego, existe j € {1,...,p} tal que z € W,,,.
Por lo que f(z) € U,,. Asi, f[K] CUj_, Us,- O

Proposicion 11. Sea K C R"™ compacto y f: K — R continua en K. Entonces, existen

a,b € K tales que
fla)=sup f(z),  f(b) = inf f(),

zeK zeK

Demostracion. Por la proposicién 10, f[K] es compacto. Por el teorema 1, f[K] es cerrado
y acotado. Como f[K] es acotado, existen M = sup,cx f(z) y m = inf,cx f(z). Como
fIK] es cerrado, M, m € f[K]. Luego, existen a,b € K tales que f(a) = M y f(b) =
m. O

Ejercicios
1. Demuestre la proposicion 6.

2. Sea T: R™ — R™ una transformacion lineal. Demuestre que T es continua en R".

3. Sea F(R",R™) = {f: R" — R™}. Demuestre que F(R™ R™) es un espacio vecto-
rial.

4. SeaC(R™",R™) = {f € F(R",R™) : f es continua en R"}. Demuestre que C(R", R™)
es un subespacio de F(R",R™).

5 Sea X CR"y f: X — R™. Entonces, f es continua si y solo si para cada cerrado
D C R™ existe un cerrado C' C R™ tal que f~![C] = B X.

6. Demuestre la proposicién 10, mostrando que f[K] es secuencialmente compacto.
7. Sea f: R"™ — R™ continua. Demostrar que A := {z € R": f(x) # 0} es abierto.

8. Sea f: R? — R donde para cada x € R?, f(z) := 7175 Demuestre que f no es

le-‘razzz
continua en (0, 0).



