
Preliminares

Teorema 1. Sea K ⊆ Rn. Entonces, K es compacto si y solo si K es cerrado y acotado.

Funciones continuas en Rn

Definición 2. Sean K ⊆ Rn y f : K → Rm, a ∈ K y l ∈ Rm. Decimos que l es el ĺımite

de f cuando x tiende a a si para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que si ∥x− a∥ < δ, entonces

∥f(x)− l∥ < ε.

Si el ĺımite de f cuando x tiende a a es f(a), decimos que f es cont́ınua en a.

Si f es continua en cada punto de K, decimos que f es continua en K.

Ejemplo 3. Sea f : R2 → R tal que para cada x ∈ R2, f(x) := x1x2. Demostrar que f es

continua en R2.

Demostración. Sea a ∈ R2. Para cada x ∈ R2 estimamos la diferencia:

|f(x)− f(a)| = |x1x2 − a1a2|
≤ |x2||x1 − a1|+ |a1||x2 − a2|
≤ (∥x∥+ ∥a∥)∥x− a∥.

Supongamos que ∥x− a∥ < 1. Entonces, ∥x∥ − ∥a∥ ≤ ∥x− a∥ < 1. Por lo que, para cada

x ∈ B(a, 1), ∥x∥ < 1 + ∥a∥. Haciendo δ := mı́n
{
1, ε

1+2∥a∥

}
, tenemos

|f(x)− f(a)| ≤ (∥x∥+ ∥a∥)∥x− a∥
≤ (1 + 2∥a∥)∥x− a∥ < ε.

Proposición 4. Sea X ⊆ Rn, f : X → Rm y a ∈ X. Entonces, f es continua en a si y

solo si para cada sucesión (xk)k∈N, tal que ĺımk→∞ xk = a, se tiene ĺımk→∞ f(xk) = f(a).

Demostración. =⇒) Supongamos que f es continua en a. Sea (xk)k∈N una sucesión tal

que ĺımk→N x
k = a. Queremos verificar que ĺımk→∞ f(xk) = f(a). Sea ε > 0. Como

f es continua en a, existe δ > 0 tal que si ∥x− a∥ < δ entonces ∥f(x)− f(a)∥ < ε.

Como ĺımk→N x
k = a, para δ existe N ∈ N tal que si n > N entonces, ∥xn − a∥ < δ.

Por lo tanto, si n > N , ∥f(xn)− f(a)∥ < ε. Es decir, ĺımk→∞ f(xk) = f(a).

⇐=) Supongamos que para cada sucesión (xk)k∈N tal que ĺımk→N x
k = a, se satisface

ĺımk→∞ f(xk) = f(a). Supongamos además, que f no es continua en a. Entonces,

existe ε0 > 0 tal que para cada δ > 0, si ∥x− a∥ < δ entonces ∥f(x)− f(a)∥ ≥ ε0.
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Para cada k ∈ N, sea xk ∈ B
(
a, 1

k

)
. Entonces, (xk)k∈N es una sucesión tal que

ĺımk→∞ xk = a, por lo que ĺımk→∞ f(xk) = f(a). Luego, existe N ∈ N tal que si

n > N entonces, ∥f(xn)− f(a)∥ < ε0
2
. Por otro lado, ε0 ≤ ∥f(xn)− f(a)∥. Lo cual

es una contradicción. Por lo tanto, f debe ser continua en a.

Definición 5. Sean X ⊆ Rn y f, g : X → Rn. Definimos las funciones:

1. f + g : X → Rn, donde para cada x ∈ Rn,

(f + g)(x) := f(x) + g(x).

2. Sea α ∈ R. Hacemos αf : X → Rn, donde para cada x ∈ Rn,

(αf)(x) := αf(x).

3. Si m = 1, hacemos fg : X → Rn, donde para cada x ∈ Rn,

(fg)(x) := f(x)g(x).

4. Si m = 1, sea Dg := {x ∈ X : g(x) ̸= 0}. Hacemos f
g
: X → R, donde para cada

x ∈ Dg, (
f

g

)
(x) :=

f(x)

g(x)
.

Proposición 6. Sean X ⊆ Rn, a ∈ X y f, g : X → Rm continuas en a. Entonces,

1. f + g es continua en a.

2. Para cada α ∈ R, αf es continua en a.

3. Si m = 1, fg es continua en a.

Demostración. Ejercicio

Proposición 7. Sean X ⊆ Rn, a ∈ X y f : X → Rm. Entonces, f = (f1, . . . , fm) es

continua en a si y solo si para cada j ∈ {1, . . . ,m}, fj es continua en a.

Demostración. =⇒) Supongamos que f es continua en a. Sea ε > 0. Entonces, existe

δ > 0 tal que si ∥x− a∥ < δ, ∥f(x)− f(a)∥ < ε. Luego, para cada j ∈ {1, . . . ,m},

|fj(x)− f(a)| ≤ ∥f(x)− f(a)∥ < ε.

Por lo tanto, fj es continua en a.
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⇐=) Supongamos que para cada j ∈ {1, . . . ,m}, fj es continua en a. Sea ε > 0. Luego,

para cada j ∈ {1, . . . ,m} existe δj > 0 tal que si ∥x − a∥ < δj, entonces se tiene

|fj(x)− fj(a)| < ε
m
. Hagamos δ := mı́n{δj}mj=1. Si ∥x− a∥ < δ, entonces

∥f(x)− f(a)∥ ≤
m∑
j=1

|fj(x)− fj(a)| < ε.

Proposición 8. Sean X ⊆ Rn, Y ⊆ Rm, a ∈ X, f : X → Rm y g : Y → Rp tales que

f [X] ⊆ Y , f es continua en a y g es continua en f(a). Entonces, g ◦ f : X → Rp es

continua en a.

Demostración. Sea ε > 0. Por hipótesis, g es continua en f(a). Luego, existe δ1 > 0 tal

que si ∥y − f(a)∥ < δ1, entonces ∥g(y) − g(f(a))∥ < ε. Como f es continua en a, para

δ1 existe δ2 > 0 tal que si ∥x − a∥ < δ2, entonces ∥f(x) − f(a)∥ < δ1. Por lo tanto, si

∥x− a∥ < δ1, tenemos que ∥g(f(x))− g(f(a))∥ < ε.

Proposición 9. Sea X ⊆ Rn y f : X → Rm. Entonces, f es continua en X si y solo si

para cada abierto W ⊆ Rm existe un abierto U ⊆ Rn tal que

f−1[W ] = X
⋂

U.

Demostración. =⇒) Supongamos que f es continua en X y que f−1[W ] ̸= ∅. Como

W es abierto, para cada x ∈ f−1[W ] existe εx > 0 tal que B(f(x), εx) ⊆ W .

Como f es continua, para cada εx existe δx > 0 tal que si z ∈ B(x, δx) entonces,

f(z) ∈ B(f(x), εx). Hagamos

U :=
⋃

x∈f−1[W ]

B(x, δx).

Entonces, U es abierto y f−1[W ] ⊆ U
⋂
X. Sea y ∈ U

⋂
X. Existe x ∈ U tal que

y ∈ B(x, δx). Luego, f(y) ∈ B(f(x), εx) ⊆ W . Por lo tanto, y ∈ f−1[W ]. Aśı,

tenemos la contención U
⋂

X ⊆ f−1[W ].

⇐=) Supongamos que para cada abierto W ⊆ Rm existe un abierto U ⊆ Rn tal que

f−1[W ] = X
⋂

U . Sean a ∈ X y ε > 0. Como B(f(a), ε) es abierto en Rm, existe U

abierto en Rn tal que

f−1[B(f(a), ε)] = U
⋂

X.

Entonces, a ∈ U
⋂

X. Como U es abierto, existe δ > 0 tal que B(a, δ) ⊆ U .

Proposición 10. Sea K ⊆ Rn compacto y f : K → Rm. Entonces, f [K] es compacto.
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Demostración. Sea (Uα)α∈I una cubierta de f [K]. Por la proposición 9, para cada α ∈ I

existe Wα ⊆ Rn tal que

f−1[Uα] = Wα

⋂
K.

Si x ∈ K, existe α0 ∈ I tal que f(x) ∈ Uα0 . Luego, x ∈ f−1[Uα0 ] = Wα0

⋂
K ⊆ Wα0 . Como

K es compacto, existen p ∈ N y α1, . . . , αp ∈ I tales que K ⊆
⋃p

j=1 Uαj
. Sea y ∈ f [K].

Entonces, existe x ∈ K tal que f(x) = y. Luego, existe j ∈ {1, . . . , p} tal que x ∈ Wαj
.

Por lo que f(x) ∈ Uαj
. Aśı, f [K] ⊆

⋃p
j=1 Uαj

.

Proposición 11. Sea K ⊆ Rn compacto y f : K → R continua en K. Entonces, existen

a, b ∈ K tales que

f(a) = sup
x∈K

f(x), f(b) = ı́nf
x∈K

f(x),

Demostración. Por la proposición 10, f [K] es compacto. Por el teorema 1, f [K] es cerrado

y acotado. Como f [K] es acotado, existen M := supx∈K f(x) y m := ı́nfx∈K f(x). Como

f [K] es cerrado, M,m ∈ f [K]. Luego, existen a, b ∈ K tales que f(a) = M y f(b) =

m.

Ejercicios

1. Demuestre la proposición 6.

2. Sea T : Rn → Rm una transformación lineal. Demuestre que T es continua en Rn.

3. Sea F(Rn,Rm) := {f : Rn → Rm}. Demuestre que F(Rn,Rm) es un espacio vecto-

rial.

4. Sea C(Rn,Rm) := {f ∈ F(Rn,Rm) : f es continua en Rn}. Demuestre que C(Rn,Rm)

es un subespacio de F(Rn,Rm).

5. Sea X ⊆ Rn y f : X → Rm. Entonces, f es continua si y solo si para cada cerrado

D ⊆ Rm existe un cerrado C ⊆ Rm tal que f−1[C] = B
⋂

X.

6. Demuestre la proposición 10, mostrando que f [K] es secuencialmente compacto.

7. Sea f : Rn → Rm continua. Demostrar que A := {x ∈ Rn : f(x) ̸= 0} es abierto.

8. Sea f : R2 → R donde para cada x ∈ R2, f(x) :=
x1x2

2

x2
1+x4

2
. Demuestre que f no es

continua en (0, 0).
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