Funciones uniformemente continuas

Definicién 1. Sea X C R" y f: X — R™. Decimos que f es uniformemente continua
si para cada € > 0 existe § > 0 tal que para todos x,y € X, si ||lx —y|| < I, entonces

1 (z) = f)ll <e.

Ejemplo 2. Sea T': R" — R™ una transformacion lineal. Entonces, T es uniformemente
continua.

Demostracion. Sea (e;)j_, la base canénica de R”. Entonces, para cada x € R", tenemos
x =37 xje;. Hagamos M = méx{||Te|,...,[|Te,|}. Luego, para cada x € R,

T (Z ZL‘j@j) H = Zl']T (Gj)

Sea € > 0. Hacemos § = —5;. Sean x,y € R, tales que ||z — y|| < J. Entonces,

<D Il IT (e)]) < n?lla] M.

Jj=1

[Tz =

1Tz — Ty|| = IT(x — y)ll < n*Mllz —y| <e.
Por lo tanto, T' es uniformemente continua en R". O

Proposicién 3. Sea K CR" y f: X — R™ uniformemente continua en X. Entonces, f
es continua en X.

Demostracion. Sea a € X,y € > 0. Como f es uniformemente continua, existe § > 0 tal
que si ||z — al| < § entonces, ||f(x) — f(a)| < e. Sin embargo, esta es la definicién de
continuidad en a. Por lo tanto, f es continua en a. O]

Proposicion 4. Sea K C R"™ compacto y f: K — R™ continua en K. Entonces, [ es
uniformemente continua.



