Multiplicadores de Lagrange

En ocasiones es necesario encontrar maximos o minimos de funciones sujetas a ciertas
restricciones. En esos casos es 1til la siguiente proposicion.

Proposiciéon 1 (Multiplicadores de Lagrange). Sean n,m € N, n > m, a € R" y
f,91, - 9m € CHR™,R). Supongamos que f restringida a gi,...,g, tiene un mdrimo
o minimo en a. Entonces, existen A1, ..., A\, € R tal que

df(@)" = M(dg(a)"

Ejemplo 2. Sean f: R? — R definida mediante la regla f(x) =2+22+23, yg: R = R
definida mediante g(z) = x3 + ix% — 1. Hallar los mdzimos y minimos de [ sujeta a
g(x) = 0.

Demostracion. Primero calculamo df y dg en puntos arbitrarios.
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Y obtenemos el sistema de ecuaciones

Entonces, planteamos la igualdad:

2&71 = )\21’1,
1
2{E2 = )\51’2

De la primera ecuacion, A = 1. Sustituyendo en la segunda ecuacion, rs = 0. Como
buscamos los méximos y minimos de f sujeta a g(x) = 0, sustituimos x5 en g:

0=2z]—1.

Por lo tanto, x; = 1 6 x; = —1. Entonces, los puntos criticos de f sujeta a g(z) = 0 para
A=1,son (1,0) y (—1,0).

Por otro lado, utilizando la segunda ecuacion del sistema de ecuaciones, A = 4. Susti-
tuyendo en la primer ecuacién, z; = 0. Luego, utilizando g(x) = 0, tenemos
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Luego, o5 = 2 6 x5 = —2. Por lo tanto, los puntos criticos de f sujeta a g(x) = 0 para
A =4, son (0,2) y (0,-2).
Evaluando en f, determinamos si son méaximos o minimos:

f(1,0) =3,
f(_lv 0) = 3a
f(0,2) =4,
f(0,-2) =14
Asi, (1,0) y (—1,0) son minimos, mientras que (0,2) y (0, —2) son maximos. O

Ejercicios

1. En los siguientes ejercicios, hallar los méximos y minimos de f sujeta a g(z) = 0.
Ademas, dar una interpretacion geométrica de f y las restricciones.

a Sean f: R® — R dada mediante la regla f(z) == 2; + 23 y g: R® — R dada
mediante la regla g(z) = 2?3 + 23 + 3 — 1.

b) f: R? — R dada mediante la regla f(z) == 22 — 22 y g: R*> — R dada mediante
la regla g(z) == 22 + 23 — 1.

c) f: R3 — R dada mediante la regla f(x) = 323423, g;: R* — R dada mediante
la regla g;(z) == 4x1 — 319 — 9y ¢g2: R® — R dada mediante la regla gy(z) ==

2 _ 2

x] — x5 —09.

2. Consideremos la recla Ax; + By = C en R? y sea p € R2. Encontrar el punto de la
recta mas cercano a p.



