Definicién 1. Sea (xF una sucesion en R™ y a: N — N wna funcion creciente.
keN

Entonces, (%)) ey es una subsucesion de (2*)gen.

Teorema 2 (Bolzano-Weierstrass). Sea (2¥)ren una sucesion acotada en R™. Entonces,

(2%)ken tiene una subsucesién convergente.

Demostracion. Realizaremos la demostracién por inducction sobre n.

n=1

n+1

Sea (7%)ren es una sucesién acotada en R. Sabemos que toda sucesién tiene una
subsusecién creciente, digamos (7%*)),cy. Como (7¥)ren es acotada, (z9%))ey es
convergente.

Suponemos que si (7¥)rey es una sucesién acotada en R", entonces tiene una sub-
sucesién convergente. Sea (1%)rey una sucesién acotada en R™*!. Consideramos la
sucesion (y*)reny en R™, donde para cada k € Ny cada j € {1,...,n},

k._ .k
y; = ;.
Es decir, para cada k € N, y* := (2%, ... 2F). Notamos que (y*)ren s una sucesion

acotada en R™, pues ||y|| < ||z||. Por lo tanto, existe una funcién creciente a: N — N
tal que (ya(k))keN es convergente. Ahora, consideramos la sucesién (2*),en, donde
para cada k € N, 2% := 2°%") Entonces, (z%)pen es acotada en R, pues |2¥| < ||z|.
Por el caso n = 1, existe una funcién creciente B: N — N tal que (2°®),.cy es

convergente. Tomando Boa: N — N, la sucesién (2°°*)),cy es convergente en R”.

]

Definicién 3 (Sucesiones de Cauchy). Sea (z¥)ren una sucesion en R™. Decimos que la

sucesion (2¥)ren es de Cauchy, si para cada € > 0 existe N € N tal que si n,m > N,

entonces

|z" — 2™ < e.

Proposicién 4. Sea (x%)ren una sucesion de Cauchy en R™. Entonces, (x*)ren es acotada
en R".

Demostracion. Como la sucesién es de Cauchy, existe N € N tal que si n,m > N, entonces

Luego, para cada p > N, utilizando la desigualdad del tridngulo, [|27| < 5 + ||z

le" — am < 1
r — X —.
2

N—i—l”.

Haciendo M = max{||z'||,..., [|z"]], 5 + [[#V*!||}, tenemos el resultado. O



Proposicién 5. Sea (2%)pen una sucesion en R™. Entonces, (2%)ren es de Cauchy, si y
solo si, (z¥)ren es convergente.

Demostracion. =) Supongamos que (z¥)yen es de Cauchy. Por la proposicién 4 y por el
teorema 2, (2¥)ren tiene una subsusecién convergente. Es decir, existen a: N — N
creciente y a € R™ tales que limy_,, 2°®) = a.

Veamos que la sucesién original (z%),en converge a a. Sea ¢ > 0. Como (2*)gen es
de Cauchy, existe N; € N tal que si n,m > Np, entonces

€

5

Por otro lado, lim,_,n 2**) = a. Entonces, existe N» € N tal que si p > N, entonces
€

7

Haciendo N := max{Ny, Ny}, si n,p > N, tenemos

[[" = 2™ <

lz°® —af| <

l2" = all < fla” — 2°P| + [|2°?) — a]| <.

<=) Supongamos que (x*),cy es convergente, es decir, existe a € R" tal que limy,_,, 7% =
a. Sea ¢ > 0. Entonces, existe N € N tal que sin > N,

£
n
— < —.
o —all < 5
Por lo tanto, si n,m > N, se satisface
2" — 2™ < [l2" = al] + l2™ —af| <e. O

Ejercicios

1. Sea (7%)ren una sucesion de Cauchy en R" y sea (2%),cn una subsucesién. De-
muestre que (2%*)).en es de Cauchy.

2. Demuestre que la sucesion (k%) es de Cauchy.

keN
3. Sea (2%)ren dada por 2 = V'k, para cada k € N. Demuestre que
a) limy o |27 — 2% = 0.

b) (2%)pen no es de Cauchy.

4. Sea (2")ren una sucesiéon en R tal que para toda k € N, |2F — 2/ < (k+11)!'

Demuestre que (7%)gey es de Cauchy.

5. Sean (2%)ren ¥ (¥¥)ren sucesiones de Cauchy. Utilizando la definicién 3, demuestre
que (2% + y*)ren es de Cauchy.



