Requisitos

Definicién 1 (Conjunto acotado). Sea X C R"™. Entonces, X es un conjunto acotado si
existe M > 0 tal que para cada a € X,

lall < M.
Corolario 2. Sea x € R™. Entonces,

[l < flll < flfls- (1)

Sucesiones en R”

Definicién 3 (Sucesion en R"). Una sucesion en R™ es una funcion a: N — R™. Para
cada k € N, el valor de a en k, se llama k—ésimo término de la sucesion.
Identificamos cada término de la sucesion con un superindice:

Denotaremos a toda la sucesién por (a*)gen.

Note que cada sucesién en R™ determina n sucesiones en R, pues para cada k € N,

a® = (a¥,ak, ... a¥),

r'n

k

; es la entrada j—ésima del k—ésimo término de la

donde, para cada j € {1,...,n}, a
sucesion.

Ejemplo 4. En R?, sea (2%)ren la sucesion tal que para cada k € N, ¥ := (%, ;—;) En
este caso, (x¥)ren = (%)keN y (25 ren = (kQLH)keN.
Definicién 5. Sean (a*)ren, (W¥)ren y A € R.

= Se define la sucesion suma ((a + b)*)ren, donde para cada k € N,

(a+b)F = a* + "
» Se define la sucesién producto ((ab)*)ren, donde para cada k € N,
(ab)* = a*b".
» Se define la sucesion producto por escalar (\a*)ien, donde para cada k € N,

(Aa)* == A"
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Sucesiones convergentes

Definicién 6. Sea (2%)yen una sucesion en R™. Decimos que (z¥)nern €s una sucesion
convergente si existe [ € R™ tal que para cada € > 0 existe N € N tal que para todon > N,

|z = 1] < e.
En ese caso, decimos que | es el limite de la sucesion (a:k)keN.

Proposicién 7. Sea (2%)peny una sucesion convergente en R"™. Entonces, su limite es
tnico.

Demostracion. Ejercicio. O]

Proposicién 8. Sea (1%)rey una sucesion convergente en R"™. Entonces, la sucesion es
un conjunto acotado en R™.

Demostracion. Ejercicio. O

Proposicién 9. Sea (z%)ren una sucesion en R™ y a € R™. Entonces, (2*)ren €s con-
vergente y su limite es a, si y solo si, para cada j € {1,...,n}, la sucesion (aé‘?)keN es
convergente en R y su limite es a;.

Demostracion. =) Supongamos que (z¥)ren es convergente y su limite es a. Sea & > 0.
Entonces, existe N € N tal que para todon > N, ||z — || <e. Sea j € {1,...,n}.
Por el corolario 2, tenemos

27— | < " — 1] <.
Por lo tanto, la sucesién (25)zen converge a [; en R.

<) Supongamos que para cada j € {1,...,n}, la sucesién (a;‘?)keN es convergente en R
y su limite es a;. Sea ¢ > 0. Entonces, existen Ny,..., N, € N tales que para cada
j€A{1,...,n}, si n > N, se satisface

B €
— | < —.
Haciendo N := max{Ny,..., N,}, si n > N, por el corolario 2,
lz =1 <> ek — 1] <& O
j=1
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Proposicién 10 (Propiedades de los limites). Sean (a*)ien, (b%)ren sucesiones conver-
gentes en R"™, (A\¥)ren una sucesion convergente en R. Entonces,

i) limyoo(a + 0) = im0 g + im0 by
it) 1y oo (Aa)p = Hmy oo Ak limy o0 ay.
iii) Sea v € R. Entonces, limg_,o0(va)r = v 1imy_ o ay.
Demostracion. Hacemos [y = limy_ oo ar v lo == limy_,oo by.

i) Sea ¢ > 0. Entonces, existen N7, Ny € N tales que si n > N; y j > Ny, entonces
€
27
Sea N = méax{Ny, No}. Entonces, si m > N,

- €
la* — 1)) < 1V~ < 5.

la+b—1 —bf <lla—Ll+1b—bk| <e

ii) Sea e > 0. Si v =0, se tiene el resultado. Supongamos que v # 0. Entonces, existe

N e Ntal quesin > N, A

kel

Ja" — 0L <
Luego, para cada n > N,
|va™ — Al = ||lja" — L] < e.
iii) Ejercicio.
O

Proposicién 11. Sean X C R y a € R™. Entonces, a € X si y solo si existe una
sucesion de elementos de X, (2%)pen, tal que limy_ o 2% = a.

Demostracion. =) Supongamos que a € X. Entonces, para cada m € N,

X () B(a, %) + .

Sean € > 0y (2%)peny una sucesién tal que para cada k € N, 2% € X B(a, %)
Notemos que si n > m, entonces B (a, %) CcB (a, %)

Luego, por la propiedad arquimediana, existe N € N tal que % < e. Por lo tanto, si
n>N,

le" —al <2 <L <
X a n N E.
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<) Supongamos que existe una sucesién de elementos de X que converge a a, es decir,

una sucesion (r%)gen, tal que limy, o 2% = a. Entonces, por la definicién de limite,
para todo € > 0, existe N € N tal que sin > N,

|z" —al <e.

Esto es, B (a,e) ()X # @, pues todos los términos de la sucesién son elementos de
X. Por lo tanto, a € X.
O

Corolario 12. Sea X C R". Entonces, X es cerrado si y solo si existe una sucesion de

elementos de X, (2%)ren, tal que limy_,o 2% = a.

1.

Ejercicios

. Demuestre que el conjunto de sucesiones en R™ con las operaciones de la definicion 5

es un espacio vectorial.

. Escriba la definicién de sucesion convergente en términos de la distancia euclidiana

y de bolas en R".

. Determine si las siguientes son sucesiones convergentes. De ser asi, proponga el limite

y demuestre que la sucesién converge a este punto.

= Sea (z¥)4en la sucesién en R? tal que para cada k € N, z¥ == (3, kiﬂ)

., 2
» Sea (7%)rey la sucesion en R? tal que para cada k € N, 2% = (#, %)

-k k 2#)

» Sea (z%)rey la sucesién en R3 tal que para cada k € N, z* == (W= e

. Sea (z¥)ren una sucesién convergente en R™ y sea p € N. Definimos la sucesion

(Yr)ken de modo que para cada k € N, y* := 2P**. Entonces, limy_,o0 v* = limy_,o0 2*.

. Demuestre la proposicién 7.
. Demuestre la proposicion 8.
. Demuestre el corolario 12.

. Sean a,b € R, tales que a < b. Demuestre que [a, b] es cerrado utilizando el corola-

rio 12.
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