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1. Ecuaciones de orden superior

1.1. Problemas de valores iniciales

Teorema 1.1. Sean € N. Sea D C R™™ un dominio y sean a € R, yo,yp, ..., ys " €R

tales que (a, Yo, Yo, - - - ,yén_l)) € D. Consideramos la ecuacion
dny f dy dnfly
=flzy =, ,—= ).
dzn W dr T et

Supongamos que f satisface las siguientes condiciones:

a) [ es continua respecto a todos sus argumentos en D,

of 9of _of _
7 Oy’ Oy’ 8y(n71)7

argumentos y, v/, ..., y™ 1V, en D .

b) todas las derivadas parciales de f son continuas respecto a los

Entonces, existe una unica solucion a la ecuacion diferencial que satisface

ya)=y, Y@=y, ..., y"(a)=y, 1.

Sean C1,...,C, € Ry

dny _ f . % dn—ly
dam e a )

Si  es una solucién a la ecuacién que depende de las constantes C', ..., C),, entonces ¢
se llama solucion general de la ecuacién diferencial.

Si C4,...,C, tienen valores fijos, entonces ¢ se llama solucigon particular de la ecua-
cién diferencial.

Sea n € N. Recordemos la forma general de una ecuacién diferencial lineal de orden

n: . "
d®y
k=0
donde para cada k € {0,1,...,n}, ax(z) y g son funciones continuas y ademds a,(z) # 0

para toda x en el intervalo donde se busca la solucién de la ecuacién.
Para estas ecuaciones, un problema de valores iniciales de orden n consiste en resolver
la ecuacién (1) sujeta a las restricciones

y(ro) =vo, Y (o) =w, ..., y"(w0) =yn 1.

Ademas, el teorema 1.1 tiene una version especial para estas ecuaciones:
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Teorema 1.2. Sean n € N, y ap(z),a1(x),...,a,(x) y g(z) funciones continuas en un
intervalo I, y supongamos que a,(x) # 0 para toda x € 1. Entonces para x = xy existe
una unica solucion al problema de valores iniciales en I.

Ejemplo 1.3. Consideremos el problema y" = 0, sujeto a y(0) =1 y y/(1) = 1.

La solucion general para la ecuacion es y = cix + co. Para hallar la solucion al pro-
blema de valores iniciales utilizamos las condiciones iniciales y reslvemos un sistema de
ecuaciones para ¢1 Y ¢o. De y(0) = 1, tenemos:

1 =y(0) = ¢1(0) + g = co.
De y'(1) =1, tenemos
1=9(1) = .
Por lo tanto, la solucion particular al problema de valores iniciales es
y=ux+ 1.

¥, sujeto a las condiciones

y(0) =1 y ¢/(0) = 1. Hallar un intervalo centrado en 0, donde el problema tenga solucion
unica.

Ejemplo 1.4. Considremos el probelma y" + (tanz)y = e

. ., . . 2%k—1)7  (2k+1
Demostracion. La funcién tan x es continua en los intervalos <<—( 5 )”, (Cladbis ; )TF)) . Lue-
keZ
go, el intervalo donde el problema tiene solucién tnica es (—g, %) O

Un problema que consiste en resolver una ecuacion diferencial de orden mayor o igual
que 2, donde los valores iniciales se dan en diferentes puntos, se llama problema de valores
en la frontera. Cuando n = 2, el problema tiene la forma

sujeto a y(a) = yo y y(b) = y1.
En ocasiones, las condiciones iniciales pueden estar dadas como

ary(a) + Sy’ (a) = 7,
aoy(a) + Bay'(a) = 2.

Ejemplo 1.5. La ecuacion y" + 16y = 0 tiene como solucion general y = ¢y cos(4t) +
¢y sin(4t). Determinar las soluciones particulares de los problemas

a) y(0) =0,y (%) =0.
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b) y(0) =0,y (%) =0.
¢) y(0)=0,y(%) =1

Ejemplo 1.6. Considere el problema xy” —y' = 0, sujeto a y(0) =1, y'(1) = 6. Halle el
intervalo donde la ecuacion tiene solucion unica y la solucion particular.

1.2. Ecuaciones lineales homogéneas

Recordemos que la ecuacién lineal homogénea es de la forma

Haciendo D al operador de diferenciacién, podemos asocual a la ecuacién un operador de
diferenciacion:

n
L= E ax(z)DF.
k=0
En este contexto, las soluciones de la ecuacion diferencial son “ceros” del operador L.

Teorema 1.7 (Principio de superposicién). Sean a,(x),...,ao(x) funciones continuas y
consideramos la ecuacion

Sean k € N yyq, ...,y soluciones de la ecuacion. Entonces, cualquier combinacion lineal
de estas soluciones también es solucion de la ecuacion.

Demostracion. Sean ci,...,c, € Ry L el operador diferencial asociado a la ecuacién.
Para cada j € {1,...,k}, y; es solucién de la ecuacidn, es decir, Ly; = 0. Ademds, como
el operador L es lineal, tenemos

L (Z ijj) = ZL(ijj) = ZCJL(:UJ) = 0.

Por lo tanto, Zj:1 c;y; es solucién de la ecuacion. ]

De este resultado se desprende facilmente que si tenemos una solucién, cualquier multi-
plo de ella también sera solucién de la ecuacion.
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Definicién 1.8. Sean fi,..., fn funciones continuas. Decimos que la familia (f;)}—; es
linealmente dependiente si existen cq,...,c, € R no todas cero, tales que

afit -+ enfa=0.

En caso contrario, diremos que la familia es linealmente independiente. Es decir, para
cada cq,...,c, € R,

afit-+efn=0= a=-=¢=0.

Supongamos que abordamos el problema

dak
k=0
sujeto a y(xo) = yo, ¥ (7o) = vh, - .. Y™ Hzo) = y(()n_l). Supongamos ademas que tenemos n
soluciones de la ecuacién, yy, o, . .., y,. La solucién general de la ecuacion tiene la forma

y=cay+ - +cayn =0,

donde ¢4, ...c, € R. Sustituyendo y en los valores iniciales tenemos

c1y1(zo) + - -+ + cuyn(0) = Yo
ary) (o) + - -+ + cn (20) = Yo

n—1 n— n—1
et (wo) + -+ eayyl D () =y

Este es un sistema de ecuaciones lineales. Si tiene solucién, encontramos los valores de
Ci,...,Cy. El sistema tendra solucién si

y1(wo) y2(zo) Yn (o)
y1 (o) yé('fﬁo) Yn (o) 20,
y'Veo) p @) - g (o)
Este determinante se llama wronskiano de yi, ..., y,. Lo denotamos como W (y1, ..., yyn).
Si un conjunto de soluciones satisface que W (y,...,y,) # 0, para toda x en la regién

donde se busca resolver el problema, estas soluciones son linealmente independientes. En
este caso, decimos que es un conjunto fundamental de soluciones.
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Teorema 1.9. Sean y1,...,y, un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion

n d®)y
Zak(x) e = 0.
k=0

Entonces, la solucion general de la ecuacion es y = c1y; + - -+ Colyn.

En términos de operadores, el espacio nulo del operador diferencial asociado a la
ecuacion es un espacio vectorial. La base de este espacio es un conjunto linealmente
independiente de soluciones de la ecuacion. Por lo tanto, cualquier solucién de la ecuacion
es una combinacién lineal del conjunto funamental de soluciones.

Ejemplo 1.10. Consideramos la ecuacion y” — 9y = 0. Las funciones y; = e3%, yp = e3¢
son un conjunto fundamental de soluciones:
631’ e—3a: S S
XL—OL XL —OoL
Wy, pe) = |5 ar g8 = 367" —3e = —9#£0.
Por lo tanto, la solucién general de esta ecuacion es y = ¢, €3 +coe 32,
1.3. Ecuaciones homogéneas con coeficientes constantes
Sean ag, ai, as € R. Consideramos la ecuacién
! /
azy” + ary + apy = 0.
Proponemos la solucion de esta ecuacién como y = e™*. Sustituyendo en la ecuacion
asm? €™ +a;m e™ +age™ = 0.
Para toda z € R, €™ # 0. Por lo tanto, tenemos la ecuacion polinomial
2 _
asm” + aym + ag = 0. (2)
Si el polinomio (2) tiene raices iguales, es decir, m; = my, entonces m; = —2%12. Luego, una

solucién es y; = €%, Para hallar la otra solucién, proponemos y = u(x)y;. Sustituyendo
en la ecuacion y reorganizando términos,

a(u"yr + 2u'y + uy!) + a1 (W'y + uy)) + aguy = 0
u(asy] + a1y + aoy) + asuy1 + 2a0u'yy + aju'y; =0

a1y + 2au’yy + aju'y; = 0.



1.4 FEcuaciones de Cauchy—FEuler

S
Sustituyendo de manera explicita y; = e 22", tenemos

y A ay , —0 g , g
asu” e 2a2 —22—a2u e 227 fqiu e 2027 =
a2

a’” =0

_a1 _a .
Integrando dos veces, u = cyx + ¢o. Por lo tanto, y = cize 2%27 4cye 2927, Las funciones
ay

al

€T x . . .,
xe 227 y e 2027 gon un conjunto fundamental de soluciones. Por lo tanto, la solucion

al aj

./ — xX —_ x
general de la ecuacién es y = cire 2027 +cge 2027,

Si el polinomio (2) tiene raices distintas m; y ma, tenemos los siguientes casos:

mq, mo € R.

my,mg € C.

En este caso, las soluciones son y; = ™% y y, = 2%, Ademds, estas funciones son
un conjunto fundamental de soluciones.

En este caso, m; = a+1iby ms = m; = a—1ib. Entonces, utilizando el hecho de que
para cada r € R, e'" = cos(r) + isin(r); las soluciones son

y1 = e*“(cos(b) + isin(b))
Yo = €**(cos(b) — isin(b))
Sin embargo, u(x) = e** cos(b) y v(z) = e sin(b) son soluciones de valores reales de

la ecuacion y son linealmente independientes. Por lo tanto, estas funciones forman
el conjunto fundamental de soluciones.

Ejemplo 1.11. Encontrar la solucion general de la ecuacion

2y//_y/_y:O.

Demostracion. El polinomio asociado a la ecuacion es

22 —r—1=0.
Las raices de este polinomio son m; = % y mo = —1. Luego, las soluciones de la ecuacién
diferencial son y; () = €27, y,(x) = e~*. Como son soluciones linealmente independientes,
la solucién general es y = C4 2% +Che . ]
1.4. Ecuaciones de Cauchy—Euler

Una ecuacion de Cauchy—FEuler es de la forma

asx*y" 4+ a1y’ + agy = 0,
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as, a1, ag son constantes. Proponemos la solucion de estas ecuaciones como y = z™. Ha-
llaremos valor de m al sustituir en la ecuacién. Calculando las derivadas, tenemos

/ 1 "

y =ma™ "ty =m(m—1)a™ 2

Sustituyendo en la ecuacién, tenemos

asx*(m(m — 1)2™ %) + aema™ ' + apr™ =0
z™(agm(m — 1) +aym+ap) =0
agm? + (a1 — ag)m + ag = 0.

Resolviendo el tltimo polinomio, encontramos el valor de m. Sean ry,r, las raices del

polinomio.

az—a;
2a9

a™. Para hallar la otra solucién proponemos y = u(x)y;(x). Sus derivadas son

Si el polinomio tiene raices iguales, entonces 1, = Luego, una solucién es y; =

/ m—l(

y =" (xu + um), y' = 2™ " m? 4 2u'max + um(m — 1)).

Sustituyendo en la ecuacion, obtenemos

agu”z? + xu' (2a9m + a1) = 0.

as—ai

Recordando que m = “2-*,
a2

asu” % + asau’ = 0.

Haciendo v = o/, tenemos

,U/

v
Integrando,

1
1 =In—.
n(v) =1In .

Es decir, v = % Por lo tanto v = In z. Sustituyendo en vy, la solucién es
y=x"Inzx.
Entonces, tenemos los siguientes casos:

71,79 € C En este caso, 1 = a+iby ry =71 = a —ib. Haciendo z'* = (eln(”“"))ib, las soluciones

son

y1 = x%(cos(blnz) +isin(blnx)),
y2 = x%(cos(blnx) —isin(blnx)).
Sin embargo, u(zx) = z%cos(blnz) y v(x) = x*sin(blnx) son soluciones de valores

reales de la ecuacion y son funciones de valores reales. Por lo tanto, estas funciones
conforman el conjunto fundamental de soluciones.
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r1,72 € R Siry # 7y, entonces las soluciones son y; = C12"™ y ya(x) = Cyz™. Siry = ry, hemos
visto que las soluciones son y; () = C12™ y yo(z) = Coz™ Inx.

1.5. Reduccién de orden
Supongamos que tenemos una solucién ¥y, para una ecuacion de la forma
y" +p(@)y +q(z)y = 0.
Para hallar una segunda solucién, proponemos y = v(z)y;(x). Calculamos las derivadas:
y' =y + oy
y' ="y + 20"y, + oy
Sustituyendo en la ecuacion, tenemos
vy1 + 20y + oyt + p(x) (V' + vy) + vy = 0.
v(yi +p(@)yy +y) + 0"y + 20"y + pla)o'y = 0.

El primer sumando en la ultima ecuacién es 0, pues y; es solucién de la ecuacién original.
Entonces, nos queda la ecuacién

vy +0'(2yy + p(a)yr) = 0.
Haciendo u = v’, podemos reescribir como una ecuacién de variables separables:
u'yr + u(2y) + p(a)yr) = 0.

Resolviendo esta ecuacién y sustituyendo en y = vy; encontramos la segunda solucion a
la ecuacién original.

Ejemplo 1.12. Sabemos que y,(z) = % es una solucion de la ecuacion diferencial

22%y" + 3xy —y = 0.

Encontrar otra solucion de la ecuacion diferencial.

Demostracion. Proponemos la otra solucién como y = v(x)y;(z) = @ Derivando, tene-

mos
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Sustituyendo en la ecuacion,

2x2(”//ix> . 2”/;;3) + 2”(?) + 3x(”/§f) . Ui@) + ”(? —0.
0,

2z0" (x) — v'(x)

Haciendo u = v/, tenemos una ecuacién de variables separables. Resolvemos esa ecuacién

2ew = w
dw B dx
w  2x
1
In(w) = 5 In(z) +C

3
Aplicando la exponencial de ambos lados, tenemos w = v' = Czz. Por lo tanto, v = C 2172
Sustituyendo en y,
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2. Ecuaciones lineales no homogéneas

Ahora estudiaremos métodos para resolver ecuaciones diferenciales lineales no ho-
mogéneas. Es decir, ecuaciones que se escriben de la forma

az(2)y" + a1 (x)y" + ao(z)y = g(z).

Supongamos que tenemos dos soluciones de la ecuacién, digamos Y;(z) y Y2(z). Conside-
rando el operador diferencial L, asociado a la ecuacion, tenemos que

LYy = g(x),
LY, = g(x).

Por lo tanto, L(Y; —Y2) = LY, — LY, = g(x) — g(z) = 0. Es decir, Y7 — Y5 es solucién de la
ecuacion homogénea. Luego, Y1 = Cyy; + Coys + Ys. Entonces, la solucién de la ecuacion
no homogénea sera la solucion general de la ecuacién homogénea agregando una funcion
Y, tal que LY; = g(z).

2.1. Método de coeficientes indeterminados
Supongamos que tenemos una ecuacion de la forma
azy” + a1y’ + apy = g().

Si g es una funcién polinomial, exponencial o trigonométrica, proponemos una solucion
de la ecuacion no homogénea de la siguiente forma:

» Sig(x) = Ap+Ajz+--- Ayz™, proponemos la solucién como un polinomio del mismo
grado Y(x) == By + Byx + - - - + Bpa™.

» Si g(z) = Ae”, proponemos Y () := Be®.
» Sig(z) = Asin(azx) o g(x) = Acos(bx), proponemos Y (z) = Bj cos(bx)+ By sin(bx).

Los coeficientes de las soluciones que se proponen son incognitas que debemos resolver al
sustituir en la ecuacion original.

Ejemplo 2.1. Encontrar la solucion de

y”—3y’—4y=362“.
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Demostracion. Primero hallamos la solucién de la ecuaciéon homogénea y” — 3y’ — 4y = 0.
El polinomio caracteristico de esta ecuacion es

2 —3r—4=0.

Sus raices son r; = 4, ro = —1. Por lo tanto, la solucién general de la ecuaciéon homogénea
es y = Cye*® +Cye~®. Para hallar la solucién de la ecuacién no homogénea proponemos
Y (z) = Ae**. Derivando y sustituyendo en la ecuacién tenemos

(4A — 6A — 4A) ™ = 3™

—6A = 3.
Por lo tanto, A = —%. La solucion de la ecuacion no homogénea es
Az —z 1 2x
y=C1e*+Che —§e ) O

Ejemplo 2.2. Encontrar la solucion de
y" — 3y — 4y = 2sin(x).

Demostracion. Del ejemplo anterior tenemos que la solucion de la ecuacion homogénea
es y = Cy e’ +Cye™". Para la ecuacién no homogénea proponemos Y (X) = A; cos(z) +
Ay sin(x). Derivando y sustituyendo en la ecuacion, tenemos

(—A+3B —4A)sin(z) + (=B — 3A — 4B) cos(z) = 2sin(x).

Por lo tanto, tenemos el sistema

—bA+3B =2
—3A—-5B=0.
Resolviendo el sistema, A = —% y B = % Por lo tanto, la solucion de la ecuacion no
homogénea es
5 3
y=Cre* +Che™” 7 cos(x) + 7 sin(x). O

2.2. Variacién de parametros

Consideramos una ecuacion diferencial no homogénea de orden 2.

az(x)y" + a1 (x)y" + ao(y) = g(x).
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Escribimos la ecuacion en la forma

y'+ P(@)y + Q) = f(x). (3)

Supongamos que tenemos dos soluciones linealmente idependientes de la ecuacién ho-
mogénea, digamos y; v y2. Para la ecuacién no homogénea proponemos la solucién y =
ur(z)y1(x) + ua(z)y2(x), donde uy y ug son funciones desconocidas. Derivando y tenemos

Y = uiyr + iy + usys + sy
y" = ufy + 2uhy) + wy] + ubys + 2uhys 4 usyl

Como 1; v ys son soluciones de la ecuacion homogénea, al sustituir "v 4" en 3, tenemos
) b b

d
@[yﬂ/l + yous] + P(x) (yauy ‘yousy) + yyuy + yousy = f(x).

Para simplificar los calculos hacemos yiu} ‘youl, = 0. Entonces,
/! /!
yiuy + yous = f(x).
Asi, para cada x tenemos el sistema de ecuaciones

!¢ /
y1uy Yoy = 0

yiuy + youy = f(x)

Resolviendo el sistema por la regla de Cramer, para cada x,

. Wl(x) ’ . W2(x)
donde
_|ni@) ya(z | 0 wpe(x) o) = (@) 0
W=y o) Wl_‘f(w) i) = ) p@

Las funciones u; y uy se encuentran integrando u} y . La solucién general de la ecuacién
es
Yg(x) = Cryr + Caoya + urys + usyo.

Ejemplo 2.3. Encontrar la solucion de

! 1
Y+ 9y = chc?m:.
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Demostracion. Primero resolvemos la ecuacién homogénea
1
y 4+ 9y =0.

Las raices del polinomio caracteristico 7> + 9 = Oson 7, = 3i y 7, = —31i. entonces, la
solucién general de la ecuaciéon homogénea es y(x) = C} cos(3x) + Cysin(3x). Para hallar
la solucién de la ecuacién no homogénea proponemos y, = u;(z) cos(3z) + ug(z) sin(3x),
donde

/ W1<x) / W2(:E)
U1< ) W(I), 2( ) W(ZL’)’
y
RN (CONR"1C)) _ | 0 we(x) o) = (@) 0
W = 10wl Yl del =l s
Sustituyendo los valores tenemos: O
| cos(3x) sin(3x)
Wiz) = —3sin(3z) 3cos(3z)|
B 0 sin(3z) 1
W= +ese(3z) 3cos(3z)| 4
| cos(3x) 0 1
Walw) = —3sin(3z) fesc(3z)| 4 ctg(3z).
Luego, | |
() =~ ub(e) = o cta(8).
Integrando v} (z) y uh(x),
1 1 .
ui(x) = —13% ug(z) = T In(sin(3z)).

Por lo tanto, la solucién general de la ecuacion es

1 1
y(x) = C} cos(3z) + Cysin(3z) — ¢ cos(3z) + 73 sin(3x) In(sin(3z)).
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