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1. Transformada de Laplace

1.1. Definiciones y propiedades basicas

La transformada de Laplace resulta tutil para resolver ecuaciones diferenciales ordi-
narias. La uso de esta transformacién es conveniente. Buscamos convertir la ecuacion
diferencial en una ecuacién algebraica que en la mayoria de los casos es mucho méas simple
que la ecuacion diferencial.

Veremos algunas definiciones antes de llegar a la transformada de Laplace.

Definicién 1.1. Sea f: [a,b] — R. Decimos que [ es continua a trozos si f es continua
a trozos, si para cada x € [a,b], salvo una cantidad finita de puntos, [ es continua en x.

Definicién 1.2. Una funcion f: R — R se llama de tipo exponencial o de orden expo-
nencial si existen constantes K y a tales que para toda t € R,

[f(B)] < Ket
Sea P(R) el conjunto de las funciones de orden exponencial y continuas a trozos en R.

Definicién 1.3. Sea (X, F, i) un espacio de medida. Sea K: X* — R continua e inte-
grable y sea D C X . Definimos P: F — L*(R) mediante

/Kst ) dp(t).

La funcion K se llama kernel del operador P.

Definicién 1.4. Definimos la transformada de Laplace como el operador L: P(R) —
P(R) como

+o0o
L) = [ e sy
0
Note que L[f(t)] es una funcién de s.
Proposicién 1.5. Sea f € P(R). Entonces, L[f(t)] estd bien definido.

Demostracion. Como f € P(R), existen K y a tales que para cada t € R,
f(t)] < Ke.

e —st ‘ e —st
/O e f(t)dtg/o e f(t)] dt

+oo
< Ke o= qt = K .
0 s—a

Es decir, la integral existe. Por ello, £[f ()] estd bien definido. O

Luego,

L] =
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Proposicién 1.6. El operador L: P(R) — P(R) es lineal. Es decir, para cada f, g € P(R)
y para todo a € R,

laf () + 9()] = aL]f ()] + LIg(1)].

Demostracion. Mediante célculo directo, utilizando las propiedades de la integral se ob-
tiene el resultado. O

Proposicién 1.7. Sea f € P(R) y supongamos que f' € P(R). Entonces,

Demostracion. El resultado se obtiene directamente, calculando la transformada de La-
place de f’, integrando por partes. H

Definicién 1.8. Sea f € P(R). Para cada s € R, hacemos F(s) == L[f(t)]. Entonces,
definimos la transformada inversa de Laplace de F' como

LTF(s)] = f(t).
Ejemplo 1.9. Calcular la transformada de Laplace de una funcion constante.

Demostracion. Como la transformada de Laplace es lineal, basta calcular la transformada
de la funcién constante 1. Es decir,

+oo 1 +o0 1 1
L[1] = / e dt =—= (e_St) = —— ( lim e % —1) = -
0 s 0 s \t—+o s
[
Ejemplo 1.10. Calcular L[e™].
Demostracion. Calculamos directamente
+o0o +o0 1 +00
£[eat] _ / eat efst dt = / eft(sfa) dt = (eft(sfa))
0 0 a—s 0
1 1
= — ( lim et~ —1) = . []
s —a \t—+oo s—a
Ejemplo 1.11. Sea ¢ € R. Calcular la transformada de Laplace de sin(ct), cos(ct).
Demostracion. Sabemos que C%% cos(ct) = cos(ct). Utilizando la proposiciéon 1.7 dos

veces, tenemos
1 d2 s . [d ,
Llcos(ct)] = L L_Q@ cos(ct)} = C—2£ [& Cos(ct)] — sin(0)

=2 (sL[cos(ct)] — cos(0)) = C—E[Cos(ct)] .

c2
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Despejando L[cos(ct)], tenemos

S

L[cos(ct)] =

2 _ 2
Razonando del mismo modo para sin(ct), tenemos

1

52_62'

]

L[sin(ct)] =

Ejemplo 1.12. Sea f € P(R) y supongamos que ezisten n de sus derivadas y que para
cada k € {1,...,n}, f® € P(R). Calcular L[f™(t)].

Ejemplo 1.13. Sea n € N. Calcular L]t"].

Demostracion. Calculamos directamente
—+o0
L[t"] = / t" e dt.
0

Haciendo u = st, tenemos

" 1 [T juy\n u 1 n!
E[t]:g/o <g> e du:SnHF(n—l—l):Sn—JrF

Proposicién 1.14. Sean a,b € R. Entonces,

L[eat Sln(bt>] = (S — al;Q T B2’
L[e cos(bt)] = ﬁ

Proposicién 1.15. £7! es lineal.

Proposiciéon 1.16. Sea f € P([0,+0)). Para cada s € R, hacemos F(s) = L[f].
Entonces, L[f] es derivable y

F'(s) = L[t/ ()]

Definicién 1.17. Sea ¢ > 0. Definimos u.: [0, +0c) — R mediante

ug(t) = {O, t<c

1, t>c
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Proposicién 1.18. Para cada ¢ > 0,

Proposicién 1.19. Sea f € P([0,+00)). Entonces,

Lluc(t)f(t — a)] = e LIf(1)].

Definicién 1.20. Sean f,g € P([0,+00)). Definimos la convolucion de f con g mediante

xg)(x) = ' x — dt.
(o)) = [ fa= vt
Teorema 1.21. Sean f,g € P([0,+00)). Entonces,

L[f *g] = LIf]L[g].

1.2. Aplicacién a las ecuaciones diferenciales

Ejemplo 1.22. Utilizando la transformada de Laplace, resolver la ecuacion
y" + y = sin(wt).
Demostracion. Aplicamos la transformada de Laplace a toda la ecuacion:

Lly" +y] = Llsin(wt)]

2y~ sy(0) —/(0) +Y = —2 .
Y~ sy(0) ~ Y (O) +Y = 5

Asociando términos, tenemos

1 + w
s2+1 (824 1)(s2 4+ w?)

Escribimos el segundo sumando utilizando fracciones parciales:

w _As+B Cs+D

(2 +1)(s24+w?) 241 524 w?
(As+ B)(s* + w?) + (Cs + D)(s* + 1)
(F 1) + ) |
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Desarrollando los productos, tenemos el sistema de ecuaciones:

A+C=0
B+D=0
A +C =1
Bw?+ D = 0.
Resolviendo el sistema,
1
A:wQ—l’ B =0,
C=- 1 D=0
w?—1
Luego,
w 1 S 1 S

(2+ 1)(s2+w?) w?—182+41 w?—1s2+w?

Como L[sin(t)]

la ecuacion es

= o5, Llcos(t)] = 25 v Llsin(wt)] = ===, tenemos que la solucién de

1

y = LY] =sin(t) + R

(cos(t) — sin(wt)). O
Ejemplo 1.23. Utilizando la transformada de Laplace, resolver la ecuacion
2" +y' +2y =us(z),  y(0)=y'(0)=0.

Demostracion. Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacién, tenemos

Ly|(2s® +s+1) = %e_“ :

Despejando L[y],
1

s(2s2+s+1)

Separando el segundo factor por fracciones parciales,

Ly =e>

1 1 2s+1

s(22+s+1) s 2824541
En el segundo sumando, completamos el cuadrado

25 +1 s~|—% B s—l—%

282 +s+1 24545 (s+ )P4 L
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Asi,

Luego, por la proposicion 1.19

y = us(t) (e_i(t_a cos (g(i - 5)) + % e~ 19 gin (\/77(15 - 5))) :
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