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1. Producto interno

Definicién 1.1. Sea V un espacio vectorial complejo. Una funcion p: V x V — R se
llama producto interno en V' si satisface las siguientes propiedades:

a) p es lineal respecto al primer argumento:

p(A\x +y,2) = Ap(z,2) +ply,2),  Va,y,z€V, VieC

b) p es simétrica conjugada:

p(z,y) = ply, ), Va,y € V.

c) p es definida positiva:
p(z,z) >0, Vo € V\{0}.

Con estas propiedades es posible concluir propiedades adicionales de los productos
internos.

Proposicion 1.2. Sea V un espacio vectorial real y p: V xV — R. Entonces, p es lineal
conjugada respecto al sequndo argumento, es decir,

p(z, Ny + 2) = Ap(x,y) + p(x,2),  Va,y,zeV, VAeC

Un espacio vectorial puede tener varios productos internos. Cuando el producto interno
estd fijo, una notacién habitual para él es (-, -). Asi, en lugar de escribir p(z, y), escribimos

(z,y).

Proposicién 1.3 (Desigualdad de Cauchy—Schwarz). Sean z,y € R". Entonces,

((z,9))* < (2, 2)(y, y).

Demostracion. Si x = 0, se tiene la igualdad.

Si x # 0, hacemos A\ = EI—? y z = y — Az. Utilizando la linealidad del producto

)
interno, observamos que (z,z) = 0. Luego, (z,2) = (y,y) — % Como el producto

interno es definido positivo, se cumple la desigualdad deseada. O

Ejemplo 1.4. Sea n € N. Hacemos P,, .= {f(x) € C[x]: deg(f) < n}. En P, definimos
(-,-): P? — C mediante

(f.9) = /0 g(t)f(t)dt.

Entonces, (-,-) es un producto interno en P,.
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En adelante, consideraremos H = L([0,27)) con la medida 5-du, donde y es la
medida de Lebesgue usual. Definimos el producto interno (-, -): H? — C mediante

1 2

() =oz [ FOFE) du(t)

T o 0
También, utilizaremos el hecho de que para cada t € R, e = cos(t) + isin(t).
Definicién 1.5. Para cada k € 7Z, hacemos
on(t) = e "t

Una base de H es (pr)kez. Veremos que es una base ortonormal.

Lema 1.6. Para cada m € 7Z,

1 2w
o1 J, Pm AL 0
Lema 1.7. Para cada p,q € Z,
PpPq = Pp+q
Pp = Pp-
Lema 1.8. Para cada p,q € 7,
(s Pg) = Opg-

Como (¢)rez es base ortonormal de H, para cada f € H, podemos escribir

[ = Z AkPks

kEZ

donde para cada k € Z, ar, = (f, ¢k)-
Ejemplo 1.9. Calcular la serie de Fourier de f(x) = x.

Demostracion. Para cada k € Z,
ap = <f7 Sok>
Entonces, integrando por partes y usando el lema 1.6,
| 1 k¢ k41
te™ dt = —(—=1)" = —(=1)""".
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Luego, »
@)= (=D

kez
Notamos que la serie se puede escribir como
=, 27i = 27
Jetly —k+1
=> ,7 D" op+ ) — (1) o
k=0 k=0

Ademas, tomando el k-ésimo término de cada suma, tenemos
APr = kP —k-
Luego, por las propiedades de los niimeros complejos,

AP + kP = apPr + Pk

= 2Re(appr) = 2Re (% e_ikt)
— 9Re (é(cos(k:t) - zsm(kt)))

_ 9Re (%(sin(kt) + icos(kt)))

2
=7 sin(kt).

Por lo tanto, podemos escribir ambas series como

=92
0= il
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