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2 FEcuaciones de orden 1 3

1. Introduccién

Una ecuacién diferencial ordinaria es una ecuacién que relaciona una variable inde-
pendiente con una funcién de dicha variable y sus derivadas, es decir, una ecuacién de la
forma

F(z,y(x),y (z),y"(x),...,y™(x)) = 0.
El orden de una ecuacion diferencial ordinaria es el de la derivada de orden mayor en la

ecuacion. Si @ es una funcién que satisface la ecuacion diferencial, se llama solucion de la
ecuacion diferencial, es decir, ® es una solucion si satisface

F(z, ®(x), ¥ (z), d"(x),..., 0" (z)) = 0.

Ejemplo 1.1. Sea k un nimero real. La ecuacion
d?¢

— 4+ kp=0

dt2 + ()0 )

es una ecuacion diferencial ordinaria de orden 2 en la variable .

Una ecuacion diferencial se llama lineal si es una expresion de la forma

i d®y
Zak(ﬂf) Fr g9(x),
j=0

donde, para cada j € {0,1,...,n}, a; es una funcién. Si g(z) = 0, decimos que la ecuacién
estd en su forma homogénea.

2. Ecuaciones de orden 1

2.1. Isoclinas

Sea f: R? — R. La ecuacién % = f(x,y) se puede interpretar como la familia de
lugares geométricos donde la solucion a la ecuacién tiene la misma inclinacién. Por un
lado, para cada ¢ € R, f(x,y) = ¢ es una curva de nivel asociada a ¢. Por otro lado, en

. d
esas curvas de nivel % =c.

2.2. Ecuaciones de variables separables

Una ecuacién de orden 1 en la que los coeficientes se descomponen en productos de
funciones independientes de = y y se llama de variables separables. Estas ecuaciones son

de la forma q
ar(@)br(y) 3 + ao(a)boly) = 0. ®
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Asumiendo que a1 (x)by(y) # 0, reescribimos la ecuacién como

b, wlx)
b)Y T a0

Asi, la solucién general de esta ecuacion es

/%dw/%dx:a

Ejemplo 2.1. Hallar la solucion general a la ecuacion

dx =0.

dy
14 ey -2 =e".
(I+ef)y - =e
Haciendo ai(z) = 1+ €%, bi(y) = y, ao(z) = —e” y bi(y) = 1, logramos escribir la

ecuacién de la forma (1). Por lo tanto, es de variables separables. Obtenemos la solucién
general integrando:

/Z;Ez; dy+/2$8 dx:/ydy—/lfex dx:y;—ln(l—i—e‘”).

y =+/In(1 +e*) + C.

Luego,

2.3. Ecuaciones homogéneas

Sea k € Ny. Una funciéon f: R® — R se llama homogénea de grado k si para cada
t € Ry para cada z € R",

f(t) =t f(2). 2)
Ejemplo 2.2. Las siguientes funciones son homogéneas:
1. f(z) =22
2. f(z,y) = /22 + 2.
3. f(z,y) =1In(z) — In(y) + i—fz

Una ecuacion diferencial de orden 1 se llama homogénea si es de la forma

Y ), )

donde, f: R? — R es una funcién homogénea de grado 0.
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De manera equivalente, la ecuacion es homogénea si se escribe de la forma

P(x,y)dy + Q(z,y) dz = 0, (4)

donde P(z,y) y Q(z,y) son funciones homogéneas del mismo grado.

Las ecuaciones homogéneas pueden ser transformadas en ecuaciones de variables se-
parables utilizando el cambio de variable y = xv: Si tenemos la ecuacién en la forma (3),
para cada = € R\{0} y y € R, por (2),

flw,y) = (i)of(:r,y) =/ (ixiy) =f (15) .

Haciendo v = ¥y g(v) == f(1,v), la ecuacién (3) se escribe como

v+xd—v— (v)
dz IV

De esta ultima expresion se obtiene una ecuacion de variables separables:

dv dx
gv)—v oz’
Si una ecuacion diferencial no es homogénea, en ocasiones se puede convertir en ho-

mogénea realizando el cambio de variable y = 2. En este caso, se deberd buscar el valor
adecuado de a para que las funciones P y () sean homogéneas del mismo grado.

Ejemplo 2.3. Hallar la solucion general de la ecuacion
(z*y* — 1) dy + 22y dz = 0.

La ecuacién no es homogénea, pues P(x,y) = z*y> — 1 no es una funcién homogénea.
Hacemos el cambio de variable y = 2%, dy = a2z !dz:

(az?2* 1 — az* 1) dz + 222° dz = 0.

Para que sea una ecuacion homogénea se debe satisfacer « —1 = 3a+ 1, es decir, a = —1.
Sustituyendo el valor de « en la ecuacién, y multiplicando por z*, obtenemos

(2* —2*)dz + 222dz = 0.

Esta tdltima expresién es una ecuaciéon homogénea. Para hallar la solucion, hacemos el
cambio de variable z = vz, dz = vdx + x dv.

z(v? — 1) dv +v(v* +1)dx = 0.
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Separando las variables, tenemos

d 21
R dv.

x v3 4+

Integrando,
Inz +C = In(v) — In(v* 4+ 1).

Por lo tanto, la solucion implicita es

r(v?+1
C = —( )
v
Sustituyendo v = $_1y’
c=-"2Y
Y

2.4. Ecuaciones exactas y factor integrante

Sean M, N: R? — R funciones y consideramos la ecuacién
M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0.

Esta ecuacidn se llama exacta si las funciones satisfacen

oM  ON
oy Oz’
En este caso, la solucién es una funcién ¥: R? — R tal que
v v
dU(z,y) = g—xdx—i- g—ydy = M(z,y)dx + N(z,y) dy.

Para hallar la solucién ¥(z,y) debemos escoger M o N para integrar en la variable z o
en la variable y, respectivamente y agregar una funcion de la otra variable. Supongamos
que se ha escogido la funcion M, entonces

U(z,y) = /M(:v,y) dz + g(y).

Luego, derivamos respecto a y e igualamos a /N. Para hallar g cancelamos términos seme-
jantes e integramos.

Ejemplo 2.4. Resolver la ecuacion

(ycosx + 2z e’)dr + (sinx + 2% e¥ —1)dy = 0.
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Primero, identificamos las finciones M Y N:

M(z,y) = ycosx + 2x e,
N(z,y) =sinx + 2 e’ —1.

Notamos que la ecuacién es exacta:

oM

—— =cosz + 2xéY,
dy

= = 22 e
B coszx + 2xe

Ahora, integramos M respecto a x

U(z,y) = /M(m,y) do = /(ycosx +2ze¥)dr = ysinz + 2% e’ +g(y).
Para hallar la funcion g, derivamos respecto a y e igualamos con N:
sing +2%e¥ +¢'(y) = sinz + 2% e¥ —1
Por lo tanto, ¢'(y) = —1. Integrando g y sustituyendo en ¥, tenemos
U(z,y) =ysinx + 22 e’ —y + C.

Puede ocurrir que una ecuacion no exacta se transforme en una ecuacién exacta utilizando
un factor integrante. El factor integrante es una funcion tal que al multiplicar la ecuacién
por ella, la ecuacién se hace exacta. Es decir, si pu(x,y) es el factor integrante, entonces
la ecuacién siguiente es exacta:

pl(z,y)M(z,y) dz + p(z, y)N(z, y) dy = 0.

Por lo tanto, si J/\/[\(x,y) = pu(z,y)M(x,y) y N(x, y) = pu(x,y)N(x,y), se satisface

OM _ ON

oy Oz’
o oM Ou ON
oM Tt e Tt

Asociando términos semejantes,

OM ONY\  Ou ol
”(a—y‘%)—aﬂ oyt (5)
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Para hallar ¢ debemos resolver la ecuacion anterior, lo cual no es tarea facil. Sin embargo,

podemos establecer restricciones sobre p para facilitar un poco las cosas.

Supongamos que p solo depende de x. Entonces, g—’; = 0. Luego, podemos encontrar

el factor itegrante reescribiendo 5:

10  OM  ON

wdzr Oy Oz

El lado izquierdo de la igualdad es % In(u(x)), por lo que,
OM _ ON
w(z) = exp ( % d:x) :

Si el factor integrante depende de x y ¥, el problema se aborda segiin sea el caso.
Ejemplo 2.5. Encontrar el factor integrante, suponiendo que pu(x,y) = m(zy).

Demostracion. Suponemos que u(x,y) = m(xy) es factori integrante de la ecuacién
M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0.
Entonces, al multiplicar por u(x,y) tendremos una ecuacion exacta. Es decir, si M (x,y) =
p(z,y)M(z,y) y N(z,y) = w(x,y)N(z,y), se satisface
OM _ ON
oy  Ox’
ou oM o ON
oy Tyt T e Tt
Calculamos las derivadas parciales de pu:

a—M—m'(m B a—M—m’(x )
ay_ ’y ) ax_ 7yy

Por lo tanto,

, oM , ON
m'(xy)z M + a—y,u =m/(xy)y N + e

Asociando términos tenemos

ON OM

/ M—yN)=m | — — Z—

(o )at = o) = m (57 - T
m(ry) _ e~ %y

m(z,y) =M —yN’
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Haciendo f(&) = Tgég, entonces

d

&MW&DZﬂO
Si F': R — R es una primitiva de f, entonces
ule) = .
Por lo tanto, pu(z,y) = ef'@v), O

Ejemplo 2.6. Hallar el factor integrante de la ecuacion
rdr +ydy+ z(xdy —ydz) = 0.
Suponga que el factor integrante es de la forma u(z,y) = f(z* + 3?).
Demostracion. Reescribimos la ecuacién como
(x —xy)dz + (y +2°)dy = 0.

Entonces, M (z,y) =z —zy y N(z,y) = y + 2. La ecuacién no es exacta. Si u es factor
integrante, entonces la siguiente ecuacién es exacta:

w(z, y)M(z,y) dz + p(z,y)N(z,y) dy = 0.

Hacemos M = p(z,y)M(z,y) y N == u(z,y)N(z,y). Entonces,

OM _ ON

oy Oz’
o oM o ON
oy Y P N
dy + dy a ox 890”

Calculamos las derivadas parciales de u:

aﬂ W) 2 a,u 1 2 2
L + )2 — = +y7)2x.
By [z y°)2y, or fi(z y°)2x

Por lo tanto,

oM ON
W+ ) M+ 5 @+ y?) = 20f (@ ) N o+ 5 oS (@ 4 ),
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Asociando términos tenemos

F(@® +y°)(2yM — 22N) = f(2® +y°) @—Z - %—f)

ON oM

f(z2+y?)  2yM — 22N’

Sustituyendo M y N,

f@+y°) —2r 4+ x
f@?+y?) 2yl —ay) — 2y + 2?)
f'@®+y°) —
f(x2+9?) 2y — 2xy? — 22y — 203
f@*+y?) 1
flz24+92)  2(22 +y?)
Haciendo & := 2% + y2,
f'(€) _ L
) 2
d 1
d—gln(f(f)) = 2%
In(f(6)) = 5 n(6)
f) =¢.

Por lo tanto, p(z,y) = /22 + 2. O

2.5. Ecuacion de Bernoulli

Sean n € Ry P(z), Q(z) funciones. Las ecuaciones de Bernoulli son ecuaciones de la
forma

dy

1 P(x)y = Q(x)y".

Esta ecuacion se puede convertir en una ecuacién lineal a través del cambio de variable
u=y "

En ocasiones, para encontrar la solucién de estas ecuaciones, resulta comodo hacer el
cambio de variable y = u(x)v(z).
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Ejemplo 2.7. Resolver la ecuacion
vy +y = 2%
Demostracion. Proponemos la solucién y = u(x)v(x). Entonces, v = o' (z)v(z)4u(z)v'(x).
Sustituyendo en la ecuacién, y organizando los términos:
z(w' + u'v) + uww = 2’u*?
u(zv +v) + zu'v = 2?uv?
Resolvemos para v(z), suponiendo que zv’' + v = 0. Note que se tratra de una ecuacién

de variables separables.

dv dx

(Y i

Entonces, Inv = % Por lo que v = % Susituyendo en la ecuacion original, tenemos

3. Ecuaciones de orden superior

3.1. Problemas de valores iniciales

Teorema 3.1. Sean € N. Sea D C R™™ un dominio y sean a € R, yo,yh, ..., ys " €R

tales que (a, Yo, Yo, - - - ,yénil)) € D. Consideramos la ecuacion
dny f dy dn—ly
s l’ s _7 “ e s .
dzn Qe dgn—1

Supongamos que f satisface las siguientes condiciones:

a) [ es continua respecto a todos sus argumentos en D,
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b) todas las derivadas parciales de f, %’ g—;, e %, son continuas respecto a los

argumentos y, v, ..., y™ V), en D .

Entonces, eziste una unica solucion a la ecuacion diferencial que satisface

y(@)=yo, v(a)=w1, -, y" V(@) =yn1
Sean C1,...,C, € Ry
d"y dy d"ly
dzn / (Ly7 de’ da:"—1> '
Si ¢ es una solucion a la ecuacién que depende de las constantes C', ..., C),, entonces ¢

se llama solucién general de la ecuacién diferencial.

SiCy,...,C, tienen valores fijos, entonces ¢ se llama solucicon particular de la ecua-
cion diferencial.

Sea n € N. Recordemos la forma general de una ecuacién diferencial lineal de orden

n: "
k=0
donde para cada k € {0,1,...,n}, ag(z) y g son funciones continuas y ademés a,(z) # 0

para toda x en el intervalo donde se busca la solucién de la ecuacion.
Para estas ecuaciones, un problema de valores iniciales de orden n consiste en resolver
la ecuacién (6) sujeta a las restricciones

y(@o) =vo, ¥(zo)=w1, ... y" (x0) = yn-1.
Ademas, el teorema 3.1 tiene una versién especial para estas ecuaciones:

Teorema 3.2. Sean n € N, y ag(x),a1(x),...,a,(z) y g(x) funciones continuas en un
intervalo 1, y supongamos que a,(x) # 0 para toda x € I. Entonces para x = xq eriste
una unica solucion al problema de valores iniciales en I.
Ejemplo 3.3. Consideremos el problema y" = 0, sujeto a y(0) =1 y y/(1) = 1.

La solucion general para la ecuacion es y = cix + co. Para hallar la solucion al pro-
blema de valores iniciales utilizamos las condiciones iniciales y reslvemos un sistema de
ecuaciones para ¢1 y co. De y(0) = 1, tenemos:

1 =9y(0) =c1(0) + 2 = co.

De y'(1) = 1, tenemos
1=9'(1) = ¢.

Por lo tanto, la solucion particular al problema de valores iniciales es

y=x+ 1.
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Ejemplo 3.4. Considremos el probelma y" + (tanx)y = e*, sujeto a las condiciones
y(0) =1 yy'(0) = 1. Hallar un intervalo centrado en 0, donde el problema tenga solucion
unica.

2k—Dr  (2k+1)7

Demostracion. La funcién tan x es continua en los intervalos << =, T)) . Lue-
keZ

go, el intervalo donde el problema tiene solucién tunica es (—g, g) O]

Un problema que consiste en resolver una ecuacion diferencial de orden mayor o igual
que 2, donde los valores iniciales se dan en diferentes puntos, se llama problema de valores
en la frontera. Cuando n = 2, el problema tiene la forma
d?y
da?

d
+ al(ac)% + ag(z).

as(x)

sujeto a y(a) =yo y y(b) = y1.
En ocasiones, las condiciones iniciales pueden estar dadas como

oaqy(a) + By’ (a) = 1,
ay(a) + By (a) = 7a.

Ejemplo 3.5. La ecuacion y" + 16y = 0 tiene como solucion general y = ¢y cos(4t) +
cosin(4t). Determinar las soluciones particulares de los problemas

a) y(0)=0,y(3)=0.
b) y(O) = 07 Y (%) =0.
¢) y(0)=0,y (%) =1.

Ejemplo 3.6. Considere el problema xy” —y' = 0, sujeto a y(0) =1, y'(1) = 6. Halle el
intervalo donde la ecuacion tiene solucion unica y la solucion particular.

3.2. Ecuaciones lineales homogéneas

Recordemos que la ecuacion lineal homogénea es de la forma

n Ay,
Zak(x) s = 0.
k=0

Haciendo D al operador de diferenciacion, podemos asocual a la ecuacion un operador de

diferenciacion:
n

L= Z ar(x) D"

k=0
En este contexto, las soluciones de la ecuacion diferencial son “ceros” del operador L.
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Teorema 3.7 (Principio de superposicién). Sean a,(x),...,ao(x) funciones continuas y
consideramos la ecuacion

Sean k € N yyy,...,yx soluciones de la ecuacion. Entonces, cualquier combinacion lineal
de estas soluciones también es solucion de la ecuacion.

Demostracion. Sean c¢q,...,c, € Ry L el operador diferencial asociado a la ecuacién.
Para cada j € {1,...,k}, y; es solucién de la ecuacion, es decir, Ly; = 0. Ademds, como
el operador L es lineal, tenemos

L (Z ijj> = ZL(ijj) = ¢L(y;) =0.

Jj=1

J=1
Por lo tanto ., c:y; es solucion de la ecuacion. O
» 225=1CiYj

De este resultado se desprende facilmente que si tenemos una solucién, cualquier multi-
plo de ella también sera solucién de la ecuacion.

Definicién 3.8. Sean fi,..., f, funciones continuas. Decimos que la familia (f;)}—, es
linealmente dependiente si existen cq,...,c, € R no todas cero, tales que

eufi ot enfn =0,

En caso contrario, diremos que la familia es linealmente independiente. Es decir, para
cada cy,...,cp € R,

Supongamos que abordamos el problema

dak
k=0
sujeto a y(xo) = yo, ¥ (T0) = vh, - .. y" Hzo) = yén_l). Supongamos ademads que tenemos n
soluciones de la ecuacién, vy, 4o, . .., y,. La solucién general de la ecuacion tiene la forma

y=cy+---+cyy, =0,
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donde ¢y, ...c, € R. Sustituyendo y en los valores iniciales tenemos

c1y1(zo) + - -+ + cuyn(0) = Yo
cry) (o) + - -+ + cn (20) = Yo

n—1 n— n—1
eyl (o) + -+ cayyl D (o) = i

Este es un sistema de ecuaciones lineales. Si tiene solucién, encontramos los valores de

C1,...,Cy. El sistema tendra solucién si
y1 (o) y?(ﬂfo) 97(930)
n (fo) Yo (?fo) Yn (o) L0,
o) ws T (wo) o (ao)
Este determinante se llama wronskiano de yi, ..., y,. Lo denotamos como W (y1,...,yn).
Si un conjunto de soluciones satisface que W (y,...,y,) # 0, para toda x en la regién

donde se busca resolver el problema, estas soluciones son linealmente independientes. En
este caso, decimos que es un conjunto fundamental de soluciones.

Teorema 3.9. Sean y1,...,y, un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion
n d®)y
ai(z = 0.
Z k() dz
k=0

Entonces, la solucion general de la ecuacion es y = c1y; + - -+ CulYn.

En términos de operadores, el espacio nulo del operador diferencial asociado a la
ecuacion es un espacio vectorial. La base de este espacio es un conjunto linealmente
independiente de soluciones de la ecuacién. Por lo tanto, cualquier solucion de la ecuacion
es una combinacién lineal del conjunto funamental de soluciones.

Ejemplo 3.10. Consideramos la ecuacion y" — 9y = 0. Las funciones y; = 3%, yy = =3¢

son un conjunto fundamental de soluciones:

eS:Jc efo

3 e3m -3 e—3x

W(yb y2> — _ _3631:739: _3e3x73x =_9 7& 0.

Por lo tanto, la solucion general de esta ecuacion es y = c; e3* +cye 3%,
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3.3. Reduccién de orden
Supongamos que tenemos una solucion ¥y, para una ecuacion de la forma
y" +p()y +q(z)y = 0.
Para hallar una segunda solucién, proponemos y = v(x)y;(x). Calculamos las derivadas:

y' ="y + oyl
y" ="y +20"y; + oy

Sustituyendo en la ecuacién, tenemos

v"yy + 20"y, + oyl + p(a)(Vy +vyy) + vy = 0.
v(yy + p(x)yy +y) + 0"y + 20"y, + p(z)v'y; = 0.

El primer sumando en la ultima ecuacién es 0, pues y; es solucién de la ecuacién original.
Entonces, nos queda la ecuacién

vy + V' (25 + pla)yr) = 0.
Haciendo u = v/, podemos reescribir como una ecuacién de variables separables:
w'yr +u(2yy + p(x)y) = 0.

Resolviendo esta ecuacién y sustituyendo en y = vy; encontramos la segunda solucién a
la ecuacién original.

Ejemplo 3.11. Sabemos que y,(z) = % es una solucion de la ecuacion diferencial

22%y" + 3xy —y = 0.
Encontrar otra solucion de la ecuacion diferencial.

Demostracion. Proponemos la otra solucién como y = v(x)y;(z) = @ Derivando, tene-

mos
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Sustituyendo en la ecuacion,

2x2(”//ix> . 2”/;;3) + 2”(?) + 3x(”/§f) . Ui@) + ”(? —0.
0,

2z0" (x) — v'(x)

Haciendo u = v/, tenemos una ecuacién de variables separables. Resolvemos esa ecuacién

2ew = w
dw B dx
w  2x
1
In(w) = 5 In(z) +C

3
Aplicando la exponencial de ambos lados, tenemos w = v' = Czz. Por lo tanto, v = C 2172
Sustituyendo en y,
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3.4. Ecuaciones homogéneas con coeficientes constantes
Sean ag, ai, as € R. Consideramos la ecuacién
" /
ay” + a1y + apy = 0.

Proponemos la solucién de esta ecuacién como y = e™*. Sustituyendo en la ecuaciéon

asm? €™ +a;me™ +age™ = 0.

Para toda = € R, €™ # (. Por lo tanto, tenemos la ecuacion polinomial
asm? 4+ aym + ag = 0. (7)

Si el polinomio (7) tiene raices iguales, es decir, m; = my, entonces m; = —++. Luego, una
solucion es y; = e™'*. Para hallar la otra solucién, proponemos y = u(x)yl. Sustltuyendo
en la ecuacion y reorganizando términos,

a(u"y; + 2u'y" + uyl) + a1 (v'y + uy}) + aguy = 0
u(asyy + a1yy + apy) + axu”"yr + 2a2u'y) + agu’y; =0
asu”"yy + 2au’y] + ayu'y; = 0.

. . oy
Sustituyendo de manera explicita y; = e 2227 tenemos
PP T a1, a1
asu” e 2a2 —2—a2u e 22" aqu e "% — 0
2(12
a’” =0
_a1, _a1, :
Integrando dos veces, u = ¢;x + cy. Por lo tanto, y = cize 22” +cye 22", Las funciones
941 L) W

re 22" y e 22" son un conjunto fundamental de soluciones. Por lo tanto, la solucion
general de la ecuacién es y = cixe 20,7 +coe 20,7

Si el polinomio (7) tiene raices distintas m; y mg, tenemos los siguientes casos:

my, mo € R. En este caso, las soluciones son y; = ™% y yy = €™2*. Ademas, estas funciones son
un conjunto fundamental de soluciones.

my, my € C. En este caso, m; = a+1iby ms =m; = a—ib. Entonces, utilizando el hecho de que
para cada r € R, e'” = cos(r) + isin(r); las soluciones son

y1 = e**(cos(b) + isin(b))
Yo = €"*(cos(b) —isin(b))
Sin embargo, u(x) = e** cos(b) y v(z) = e sin(b) son soluciones de valores reales de

la ecuacién y son linealmente independientes. Por lo tanto, estas funciones forman
el conjunto fundamental de soluciones.
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Ejemplo 3.12. Encontrar la solucion general de la ecuacion
2" =y —y=0
Demostracion. El polinomio asociado a la ecuacion es
22 —r—1=0.

Las raices de este polinomio son m; = % y mo = —1. Luego, las soluciones de la ecuaciéon
. . £ . . . , .
diferencial son y;(x) = €2%, yo(x) = e~*. Como son soluciones linealmente independientes,
. 3 .
la solucion general es y = Cye2¥ +Che™™. O

3.5. Ecuaciénes de Cauchy—Euler

Una ecuacion de Cauchy-FEuler es de la forma
axa®y" + ayzy’ + agy = 0,

as, a1, ag son constantes. Proponemos la solucion de estas ecuaciones como y = z™. Ha-
llaremos valor de m al sustituir en la ecuacion. Calculando las derivadas, tenemos

y =ma™ Y =m(m—1)a™ 2
Sustituyendo en la ecuacion, tenemos

azr?(m(m — 1)a™ ) + azma™ ' + apz™ = 0
z™(agm(m — 1) + aym + ag) =0

agm? + (a1 — ag)m + ag = 0.

Resolviendo el tltimo polinomio, encontramos el valor de m. Sean ry,r, las raices del

polinomio.

Si el polinomio tiene raices iguales, entonces r; = “22;;“. Luego, una solucion es y; =

x". Para hallar la otra solucién proponemos y = u(z)y;(z). Sus derivadas son

" m—l(

y = 2™ Yo + um), y' = 2™ " m? 4 2u'max + um(m — 1)).

Sustituyendo en la ecuacion, obtenemos

agu”z? + 2u’ (2a9m + a1) = 0.

a2—az

Recordando que m = “2=%2,
a2

asu”"x? + asxu’ = 0.
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Haciendo v = o/, tenemos

,U/

v x

Integrando,

1
1 =In—.
n(v) n .

Es decir, v = % Por lo tanto u = In . Sustituyendo en ¥, la solucion es
y=x"Inzx.
Entonces, tenemos los siguientes casos:

r1,72 € C En este caso, 1, = a-+iby ry = 7] = a —ib. Haciendo 2'® = (e™®)i?  las soluciones

son

y1 = x%(cos(blnz) +isin(blnx)),
y2 = x%(cos(blnx) — isin(blnx)).
Sin embargo, u(z) = x*cos(blnz) y v(x) = z*sin(blnx) son soluciones de valores

reales de la ecuacion y son funciones de valores reales. Por lo tanto, estas funciones
conforman el conjunto fundamental de soluciones.

r1,79 € R Siry # rq, entonces las soluciones son y; = C12™ y ya(x) = Cox™. Siry = 19, hemos
visto que las soluciones son y;(x) = C12™ y yo(z) = Coz™ Inx.

4. Ecuaciones lineales no homogéneas

Ahora estudiaremos métodos para resolver ecuaciones diferenciales lineales no ho-
mogéneas. Es decir, ecuaciones que se escriben de la forma

az(x)y" + ar(z)y" + ao(z)y = g(z).

Supongamos que tenemos dos soluciones de la ecuacién, digamos Yi(z) y Ys(z). Conside-
rando el operador diferencial L, asociado a la ecuacion, tenemos que

LY, = g(x).
Por lo tanto, L(Y; —Y3) = LY, — LY, = g(x) — g(x) = 0. Es decir, Y7 — Y; es solucién de la
ecuacion homogénea. Luego, Y1 = Cyy; + Coys + Ys. Entonces, la solucién de la ecuacion

no homogénea serd la solucion general de la ecuacion homogénea agregando una funcion
Y, tal que LY, = g(x).
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4.1. Método de coeficientes indeterminados
Supongamos que tenemos una ecuaciéon de la forma
agy” + ary’ + apy = g(x).

Si g es una funcién polinomial, exponencial o trigonométrica, proponemos una soluciéon
de la ecuaciéon no homogénea de la siguiente forma:

» Sig(z) = Ag+Ajx+- -+ Aa™, proponemos la solucién como un polinomio del mismo
grado Y (z) == By + Bz + - - - + B,a™.

» Sig(z) = Ae”, proponemos Y () := Be’.
» Sig(x) = Asin(ax) o g(x) = Acos(bx), proponemos Y (x) := By cos(bz)+ By sin(bx).

Los coeficientes de las soluciones que se proponen son incégnitas que debemos resolver al
sustituir en la ecuacion original.

Ejemplo 4.1. Encontrar la solucion de
y' — 3y — 4y = 3e**.

Demostracion. Primero hallamos la solucién de la ecuacion homogénea y” — 3y’ — 4y = 0.
El polinomio caracteristico de esta ecuacion es

r? —3r—4=0.

Sus raices son 1, = 4, ro = —1. Por lo tanto, la solucién general de la ecuacién homogénea
es y = C) e*® +Cye . Para hallar la solucién de la ecuacién no homogénea proponemos
Y(xz) = Ae?®. Derivando y sustituyendo en la ecuacién tenemos

(4A — 6A — 4A) e = 3>

—6A = 3.
Por lo tanto, A = —%. La solucion de la ecuacion no homogénea es
Az —z 1 2x
y=C1e"+Che —Ee ) O

Ejemplo 4.2. Encontrar la solucion de

y" — 3y — 4y = 2sin(x).
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Demostracion. Del ejemplo anterior tenemos que la solucién de la ecuacién homogénea
es y = Cye*® +Cye™". Para la ecuacién no homogénea proponemos Y (X) = A; cos(z) +
Ay sin(x). Derivando y sustituyendo en la ecuacion, tenemos

(—A+3B —4A)sin(z) + (=B — 3A — 4B) cos(z) = 2sin(x).

Por lo tanto, tenemos el sistema

—H5A+3B=2
—3A—-5B=0.
Resolviendo el sistema, A = —1% y B = % Por lo tanto, la solucién de la ecuacién no
homogénea es
5 3
y=Cre" +Che™” —17 cos(x) + 7 sin(z). O

4.2. Variacion de parametros
Consideramos una ecuacion diferencial no homogénea de orden 2.
az(x)y” + ar(x)y’ + ao(y) = g().
Escribimos la ecuacion en la forma
y' + P(a)y + Q(z) = f(x). (8)

Supongamos que tenemos dos soluciones linealmente idependientes de la ecuaciéon ho-
mogénea, digamos y; v 4. Para la ecuacién no homogénea proponemos la solucién y =
u (2)y1(x) + ug(z)y2(x), donde uy y ug son funciones desconocidas. Derivando y tenemos

Y =iy + uryy + ubys + usyh
y" =y + 2ui Y]+ wy] + uGys + 2ubyh 4 usyy

Como y; v 42 son soluciones de la ecuacion homogénea, al sustituir "v 4" en 8, tenemos
) ) )

d
lgnet + o] + P (e yay) + s + iy = S(0)

Para simplificar los célculos hacemos yiu}‘yauy = 0. Entonces,

yiu + yaty = f(2).
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Asi, para cada x tenemos el sistema de ecuaciones

!¢ /
y1uy Yoty = 0

yiuy + yauy = f(x)

Resolviendo el sistema por la regla de Cramer, para cada x,

’ Wl(x) / _W2($)
donde
) () 10 ) @ o
Vo =lyw) ww) M ‘f(x) A0S | R A R

Las funciones u; y uy se encuentran integrando u} y u}. La solucién general de la ecuacién
es

yg(x) = Ciyr + Coya + uryr + ugys.

Ejemplo 4.3. Encontrar la solucion de
! 1
Y+ 9y = chc?w.
Demostracion. Primero resolvemos la ecuacion homogénea
y" + 9y = 0.
Las raices del polinomio caracteristico 7> + 9 = Oson r, = 3i y ro = —3i. entonces, la
solucién general de la ecuacién homogénea es y(z) = C} cos(3z) + Cy sin(3z). Para hallar

la solucién de la ecuacién no homogénea proponemos y;, = () cos(3x) + uq(z) sin(3x),

donde

/ Wl<x) / _WQ('I)
U1<ZE) W(ZU), Q(x) - W(I)7
y
RN (CONRZ1C)) 10 (e o) = (@) 0
Vo =l@ wa ™ ‘f(x) w@) PO @

Sustituyendo los valores tenemos: O]
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| cos(3xz)  sin(3x) |

Wiz) = —3sin(3z) 3cos(3x)|

0 sin(3z) 1

W = -

"7 [ Lese(3x)  3cos(3x) 4’

cos(3z) 0 1
W- = = —ctg(3x).
2() —3sin(3z) fesc(3z)| 4 ctg(32)

Luego,
1
() = 5. ub(a) = - cta(3).
Integrando v} (z) y ub(z),

ix, ug(x) = 1—12 In(sin(3x)).

ul®) =13

Por lo tanto, la solucién general de la ecuacion es

1 1
y(x) = Cy cos(3z) + Cysin(3z) — 3% cos(3z) + T3 sin(3x) In(sin(3z)).

5. Transformada de Laplace

5.1. Definiciones y propiedades basicas

La transformada de Laplace resulta 1til para resolver ecuaciones diferenciales ordi-
narias. La uso de esta transformacion es conveniente. Buscamos convertir la ecuacion
diferencial en una ecuacién algebraica que en la mayoria de los casos es mucho mas simple
que la ecuacion diferencial.

Veremos algunas definiciones antes de llegar a la transformada de Laplace.

Definicién 5.1. Sea f: [a,b] — R. Decimos que [ es continua a trozos si f es continua
a trozos, si para cada x € [a,b], salvo una cantidad finita de puntos, [ es continua en x.

Definicién 5.2. Una funcion f: R — R se llama de tipo exponencial o de orden expo-
nencial si existen constantes K y a tales que para toda t € R,

[f(t)] < Ke™.

Sea P(R) el conjunto de las funciones de orden exponencial y continuas a trozos en R.
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Definicién 5.3. Sea (X, F, i) un espacio de medida. Sea K: X?* — R continua e inte-
grable y sea D C X. Definimos P: F — L*(R) mediante

PUI(O) = [ K(s.)/0) dutt)
D
La funcion K se llama kernel del operador P.

Definicién 5.4. Definimos la transformada de Laplace como el operador L: P(R) —
P(R) como

+oo
clfo)= [ e s
0
Note que L[f(t)] es una funcién de s.
Proposicién 5.5. Sea f € P(R). Entonces, L[f(t)] estd bien definido.

Demostracion. Como f € P(R), existen K y a tales que para cada t € R,

[f()] < K e
Luego,
+o0o +o00
el =| [ e ra < [ e ) a
0 0
+o0
< Kot gr= 2

0 s—a

Es decir, la integral existe. Por ello, L[f ()] estd bien definido. O

Proposicién 5.6. El operador L: P(R) — P(R) es lineal. Es decir, para cada f, g € P(R)
y para todo a € R,

[af () + 9()] = aL]f ()] + L[g(t)].

Demostracion. Mediante calculo directo, utilizando las propiedades de la integral se ob-
tiene el resultado. []

Proposicién 5.7. Sea f € P(R) y supongamos que " € P(R). Entonces,

Demostracion. El resultado se obtiene directamente, calculando la transformada de La-
place de f’, integrando por partes. O
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Definicién 5.8. Sea f € P(R). Para cada s € R, hacemos F(s) = L[f(t)]. Entonces,
definimos la transformada inversa de Laplace de F como

L7E(s)] = ().
Ejemplo 5.9. Calcular la transformada de Laplace de una funcion constante.

Demostracion. Como la transformada de Laplace es lineal, basta calcular la transformada

+o0 1 1
= —— ( lim e_St—l) = —.
0 s \t—+oo s

de la funcién constante 1. Es decir,

L[1] = /0+00 e st dt = ! (e_St)

s
[
Ejemplo 5.10. Calcular L[e™].
Demostracion. Calculamos directamente
+o0o +o0 1 +o00
E[eat] _ / eat e~ dt = / e—t(s—a) dt = (e—t(s—a)) ‘
1 1
=— ( lfm e "t~ —1) = . m
s —a \t—+oo s—a
Ejemplo 5.11. Sea ¢ € R. Calcular la transformada de Laplace de sin(ct), cos(ct).
Demostracion. Sabemos que C%% cos(ct) = cos(ct). Utilizando la proposicién 5.7 dos
veces, tenemos
1 d? d
Llcos(ct)] = L {0—2@ cos(ct)} = C%E [& cos(ct)] — sin(0)
s s s
= (sL[cos(ct)] — cos(0)) = gﬁ[cos(ct)] %
Despejando L[cos(ct)], tenemos
s
L[cos(ct)] = T
Razonando del mismo modo para sin(ct), tenemos
) 1
L[sin(ct)] = g O

Ejemplo 5.12. Sea f € P(R) y supongamos que ezisten n de sus derivadas y que para
cada k € {1,...,n}, f® € P(R). Calcular L[f™(t)].
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Ejemplo 5.13. Sea n € N. Calcular L]t"].

Demostracion. Calculamos directamente
“+oc0o
L[t"] = / t" e~ dt.
0

Haciendo u = st, tenemos

n 1 [T ju\n u 1 n!
Proposicién 5.14. Sean a,b € R. Entonces,
b
at _: o
£[€ Sln(bt)] = m,
at . S—a
£[€ COS(bt)] = m

Proposicién 5.15. £7! es lineal.

Proposicién 5.16. Sea f € P([0,+0)). Para cada s € R, hacemos F(s) = L[f].
Entonces, L[f] es derivable y

F'(s) = L[-tf(1)].

Definicién 5.17. Sea ¢ > 0. Definimos u.: [0, +00) — R mediante

uy(t) = {0, t<c

1, t>c

Proposicién 5.18. Para cada ¢ > 0,

Proposicién 5.19. Sea f € P([0,+00)). Entonces,
Lluc(t)f(t = a)] = e LIf(1)].

Definicién 5.20. Sean f,g € P([0,+00)). Definimos la convolucion de f con g mediante

(f * 9)(x) = /0 " fle - () dt.
Teorema 5.21. Sean f,g € P([0,+00)). Entonces,
L[f = g] = LIf1L]g].
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5.2. Aplicacién a las ecuaciones diferenciales

Ejemplo 5.22. Utilizando la transformada de Laplace, resolver la ecuacion
y" 4+ y = sin(wt).
Demostracion. Aplicamos la transformada de Laplace a toda la ecuacion:
L[y" +y] = L[sin(wt)]

2y _ sy(0) — o/ (0) +Y = —2 .
Y~ sy(0) ~y (O +Y = 5

Asociando términos, tenemos

B 1 n w
T2+ 1 (21 (s24w?)

Escribimos el segundo sumando utilizando fracciones parciales:

w _As+B Cs+D

(s24+1)(s2 +w?)  s2+1 * s? + w?
(As+ B)(s*+w?) + (Cs+ D)(s* + 1)
(s2+1)(s? + w?) '

Desarrollando los productos, tenemos el sistema de ecuaciones:

A+C=0
B+D=0
A +C =1
Bw?*+ D =0.
Resolviendo el sistema,
1
w2 _ 17 )
1
= — D=0
w?—1
Luego,
w 1 s 1 s

(2+1)(s2+w?) w?—182+41 w?—1s2+w?
Como L[sin(t)] =

la ecuacion es

Llcos(t)] = = v Lsin(wt)] = , tenemos que la solucién de

- B -
2417 s24w?

1
w? —1

y = L7Y] = sin(t) + (cos(t) — sin(wt)). O
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Ejemplo 5.23. Utilizando la transformada de Laplace, resolver la ecuacion
2y" +y' + 2y = us(x), y(0) =4/(0) = 0.

Demostracion. Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacién, tenemos

L5 + 5+ 1) = ée“.

Despejando L[y],
1

s(2s2+s+1)
Separando el segundo factor por fracciones parciales,

1 1 25 +1

s(2s2+s+1) s 2824541

Lly] =e™

En el segundo sumando, completamos el cuadrado

25+ 1 s+1 s+3

282 +s+1 24545 (s+ 1)L

Asi,

£71 S+% :Efl S+% + %
T A AL
ST 16 ST 16 ST 16
7 1 7
=e itcos £15 —i——e_itsm £t
4 7 4

Luego, por la proposicion 5.19

y = us(t) (e_i(t_S) cos (g(t - 5)) + % e~ 19 gin (g(t - 5))) : O

6. Seires de Fourier

6.1. Producto interno

Definicién 6.1. Sea V un espacio vectorial complejo. Una funcion p: V x V. — R se
llama producto interno en V' si satisface las siguientes propiedades:
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a) p es lineal respecto al primer argumento:

p(Ar +y,2) = Ap(,2) +ply,2), Va,y,z€eV, VieCl.

b) p es simétrica conjugada:

p(z,y) = ply, ), Va,y e V.

c) p es definida positiva:
p(z,z) >0, Vz € V\{0}.

Con estas propiedades es posible concluir propiedades adicionales de los productos
internos.

Proposicion 6.2. Sea V un espacio vectorial real y p: V xV — R. Entonces, p es lineal
conjugada respecto al sequndo argumento, es decir,

p(z, Ay +2) = Ap(a,y) + pla,2), Va,yzeV, VieC

Un espacio vectorial puede tener varios productos internos. Cuando el producto interno
estd fijo, una notacién habitual para él es (-, -). Asi, en lugar de escribir p(zx, y), escribimos

(z,y).

Proposicién 6.3 (Desigualdad de Cauchy—Schwarz). Sean z,y € R"™. Entonces,

((z,1))* < (&, 2){y, ).

Demostracion. Si x = 0, se tiene la igualdad.

Si x # 0, hacemos \ = (2.9) y z = y — Az. Utilizando la linealidad del producto

(z,z)
interno, observamos que (z,z) = 0. Luego, (z,2) = (y,y) — % Como el producto

interno es definido positivo, se cumple la desigualdad deseada. [

Ejemplo 6.4. Sea n € N. Hacemos P,, .= {f(x) € C[z]: deg(f) < n}. En P, definimos
(-,-): P? — C mediante

(f,9) = /0 g(t) f(t)dt.

Entonces, (-,-) es un producto interno en P,.
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6.2. Series de Fourier

En adelante, consideraremos H = Ly([0,27)) con la medida %du, donde p es la
medida de Lebesgue usual. Definimos el producto interno (-, -): H? — C mediante

1

()= 5 [ £ dute)

También, utilizaremos el hecho de que para cada t € R, e = cos(t) + isin(t).
Definicién 6.5. Para cada k € 7Z, hacemos
or(t) = e Ft.

Una base de H es (x)rez. Veremos que es una base ortonormal.

Lema 6.6. Para cada m € 7Z,

1 27
— m Al = 6mo.
o1 J, Pm At 0
Lema 6.7. Para cada p,q € Z,
PpPq = Pp+q
Pp = Pp-
Lema 6.8. Para cada p,q € 7,
(©ps 0q) = Opg-

Como (¢r)kez es base ortonormal de H, para cada f € H, podemos escribir

F=Y_ aer,

kEZ

donde para cada k € Z, ar, = (f, ¢k)-
Ejemplo 6.9. Calcular la serie de Fourier de f(x) = x.

Demostracion. Para cada k € Z,
ap = <f7 Sok>
Entonces, integrando por partes y usando el lema 6.6,
L2 1 kb k+1
te™ dt = —(—=1)" = —(=1)""".

“w=or ), ik K
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Luego,

f) = 3 (),

kEZ

Notamos que la serie se puede escribir como

Z% —D)" e+ @(_1)_“1@—1«
k=0 k=0

Ademas, tomando el k-ésimo término de cada suma, tenemos
arPr = A—kP—-
Luego, por las propiedades de los niimeros complejos,
Pk + A—kP— = ApPr + EPy
= 2Re(arpr) = 2Re (% e_ikt)
= 2Re (l;(cos(k:t) —1 sm(kt)))

_ 9Re (%(sin(kt) + icos(kt)))

2
=7 sin(kt).

Por lo tanto, podemos escribir ambas series como

°°2
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