1. Espacios generados por conjuntos

Proposicién 1. Sean V' un espacio vectorial y (Uy),o; una familia de subespacios de V.
Entonces,

(U <V.
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Demostracion. Sea A € Ry u,v € (,; Ua. Entonces, para cada a € I, u,v € U,. Como
cada U, es subespacio de V', \u —v € U, para cada o € I. Por lo tanto,

)\u—veﬂUa.
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Definicién 2. Sea V' un espacio vectorial y U C V. Denotaremor por C(U) al conjunto
de subespacios de V' que contienen a U. Es decir,

ClU)={X<V: UCV}
Definicién 3. Sea V' un espacio vectorial y U C V. El espacio generado por U es

(U) = n X.
)
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2. Combinaciones lineales y bases

Definicién 4. Sean V' un espacio vectorial, vi,ve,...,v, €V y A, Ao, ..., N\, € R. Una
combinacion lineal de la lista de vectores (vi,...,v,) es

Av1 + Aovg + - -+ AL,

Definicién 5. Sean V' un espacio vectorial y vy, vs,...,v, € V. Denotamos el conjunto
de combinaciones lineales de (v, ..., v,) por L(vy,...,v,). Es decir,

Uvy,.oovp) ={ueV: IN, ... R, uw= X vy + Nva+ -+ + A}
Proposicién 6. Sea V' un espacio vectorial y vy,...,v, € V. Entonces,

{vr, ... o)) = Lv1, ... 0n).
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Definicién 7. Sea V un espacio vectorial y vy,...,v, € V. Decimos que vy, ...,v, Son
linealmente dependientes si existen Ay,--- , A\, € R no todos 0 tales que

/\1v1—|—---+)\nvn:0.

Decimos que vy, . .., v, son linealmente independientes si para todos A1, ..., \, € R, Ajv1+
s Apv, = 0, implica

A=X=--=X,=0.
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Ejemplo 8. Seana = |—-1|,b= |2 | yc= | 4 |. Note que 2a — b+ c = 0. Por lo
3 -1 -7

tanto, a,b,c son linealmente dependientes.

Definicién 9. Sean V' un espacio vectorial y uy, ..., um, € V. Decimos que (u;)j~, es base
de V' si (u;)j2, son linealmente independientes y £(u;)j, = V.

Ejemplo 10. Los vectores candnicos (e;)7—; son una base de R".
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Ejemplo 11. En R?, L

o[
Y |_q| son una base.

3. Proceso de ortogonalizacién

Sea V' un espacio vectorial con producto interno. Sean aq,...,a, € V. Queremos
encontrar by, ..., b, € V tales que para cada j, k € {1,...,m}, (bj,bx) =0, ¥

lay, ... am) =L(by,...,bn).

Si suponemos que los vectores (bj)é?:l (k < n) ya estan construidos, el siguiente se puede

obtener con el operador de proyeccién ortogonal:

k
b1 = Qg1 — E Py a1

Jj=1

Asi, para construir los vectores (bj)g’;l primero hacemos b; = a; y posteriormente aplcia-
mos la férmula anterior a los vectores (a;)7L,.
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Ejercicios

1.

Sea v € V. Demuestre que la lista que solo tiene al vector v es linealmente depen-
diente si y solo si v = 0.

Sean ay,...,a, € V. Supongamos que existen p,q € {1,...,m}, p # ¢ tales que
a, = aq. Demuestre que la lista de vectores es linealmente dependiente.

A partir de los ejercicios anteriores:

a) {Coémo debe ser el vector de la lista de un solo elemento para que la lista sea
linealmente independiente?

b) ;Coémo son entre si los vectores de una lista linealmente independiente de vec-

tores?
Sean ai, ..., G, Gy € V tales que (a;)72, es linealmente independiente y (aj);-”:ﬁl
es linealmente dependiente. Demuestre que a,,11 € £(aq,. .., ap).
Sean ai,...,a, € Vy S < V. Demuestre que aq,...,a,, € S siy solo si

f(al,...,am) - S.

Ortogonalizar los vectores

N = W

Considere el espacio de polinomios P[R] con el producto interno

(f.g) = / gt

Ortogonalizar los polinomios pi(z) = 1, pa(z) = x, p3(z) = 22, ps(x) = 23,
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