Cambios de base

Sea V un espacio vectorial y supongamos que tenemos dos bases para V: & =

(617...7671) yf:: (f17""fn)'
Sea v € V' y supongamos que v se escribe en la base F como

n
V= Z xjfj‘
7j=1

La matriz de cambio de base de F a &€ es

)\1,1 )\1,2 e )\l,n

)\2,1 )\2,2 e )\Q,n
Proe = : : : :

)\n 1 )\n 2 0 )\n n

)

Para escribir v en la base &£, escribimos los vectores de F en términos de la base £. Es
decir, para cada j € {1,...,n} encontramos \;1,...,\;, € R tales que

n
fj: E )\j’kek.
k=1

Sustituyendo en v,

v = Zl’jfj = ij (Z Aj,k&c) = Z Z )\j,kxjek.
j=1 j=1 k=1

j=1 k=1

La ultima igualdad se puede escribir en términos de la matriz Pr_.¢:

v = Z(P}'—)&r)kek'
k=1

Asi, para cada j € {1,...,n}, el coeficiente j—¢ésimo de v en la base £ es Pir_¢x);.
1 0 0
Ejemplo 1. Sea & la base candnica en R3 y F = O, |—1(,] 2 . Encontrar la
1 0 -1
2
matriz de cambio de base de & a F y escribir el vector x = |—1| en la base F.
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Demostracion. La matriz de cambio de base de F a & es

1 0 0
Proe= |0 —1 2
1 0 1

Invertimos Pr_¢ para encontrar la matriz de cambio de base de £ a F. Para esto, reali-
zamos operaciones de renglén a la matriz aumentada:

1 00| 100 1 00| 1 00
0 -1 2] 010 2= tg 12| 0 10
1 0 1]001 00 1| -101

100 | 1 0 0
010 ] -2 -12
001 | -1 01

R2=2R3—R>
L

Como hemos obtenido la matriz identidad del lado izquierdo, la matriz de cambio de base

£ ala base F es

1 0 0
Pey= -2 -1 2
-1 0 1
Para escribir a x en la base F hacemos el producto Ps_,rx
1 0 0 2 2
Pe yxr=1|-2 -1 2| |-1| = |3
-1 0 1 3 1
Asi,
2 1 0 0
—1{ =20 +3|—-1]+1|2]. H
3 1 0 1

Definicién 2. Sean V', W espacios vectoriales, B = (by,...,b,) y A= (ai,...,ay) bases
de V. y W, respectivamente y T: V — W una transformacion lineal. La matriz asociada
a T en las bases B y A es la matriz que tiene en sus columnas los vectores (T'ay)g, ...,
(Ta,)s, es decir,

T=[Th)s - (Thy)s].
Ejemplo 3. Sea T: R* — R2, tal que para cada x € R*,
Tx = {x‘?}
T2

Escribir la matriz asociada a T en las bases candnicas de R* y R?.
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Demostracion. Para escribir la matriz asociada a T evaluamos en la base canénica de R*.

Note que el resultado de cada evaluacién estard dado en la base canénica de R2.
Asi,

1 0
0 0 1 0
Te, =T = ; Te, =T = ;
€1 0 |:0:| ) €2 0 |:1:| ’
0 0
Tes=T 0 = ! : Tey, =T 0 = 0 .
1 0 0 0
0 1

~

(utilizamos el mismo simbolo 7" para la matriz) es

0010
T‘[Oloo}

Asi, la matriz asocaida a

Ejercicios
1. Sean A, B € M,,(R) tales que para cada x € R", Ax = Bx. Demostrar que A = B.

2. Utilizando el ejercico anterior, demostrar que la matriz de cambio de base es tnica.

3. En los siguientes ejercicios, calcular la matriz de cambio de base de la base canénica
a la base conformada por los vectores dados y verificar que Pe_,zPr_.¢ = I.

[—1 1
a) En R? sean b, = , by = :
1 -1
[ 2 0
) En R? sean b; __J, 9 [3]
[ 1] [0 2
¢) EnR3 sean by = |—1|, by = |2]|,b5= | 0
| 1 ] |1 -1
(1] 1 1 0
1 -1 1
d) En R*, sean b; = by = , by = 0 L by =
1 —1 1
0 1 1 —1




4. En los siguientes incisos, denote por F las bases de los incisos del ejercicio anterior.
Calcular vg, wg, vg —wg y (v — w)p:

-2 5
b) v [41,1{)—{3].
(1] [0
-2 1
c) v= , W= :
0 3
4 0
[ 4] —2
d) v= L , W= 3 :
-1 -1
2 1

5. En los siguientes incisos, calcular la matriz de cambio de base de B a F.

s (][ (1 )

1 0 2 -3 -1 0
b) En R3, sean B = 0ol,[-1],[3]], F= 1|,]-1],]0
—1] -1 1 4 -1 -3
2
6. Sea u = |2]|. Calcular la matriz asociada al operador de proyecciéon ortogonal P,
1

en la base canénica de R3.

1
7. Sea u = [ 1] . Calcular la matriz asociada al operador de proyeccion ortogonal en la

_1 1
base candnica y en la base B = ( [\/52] , [ N ) . Graficar el espacio ¢(u) y la base

2 2
B. Explicar en términos de espacios y subespacios vectoriales porqué se obtiene esta

matriz.



