
Matrices

Definición 1. Sean n,m ∈ N. Una matriz de coeficientes reales es una función

A : {1, . . . ,m} × {1, . . . , n} → R.

El valor de A en cada par (j, k) se llama “entrada j, k de la matriz” y por conveniencia,

las escribimos como sub́ındice:

A(j, k) = Aj,k, (j, k) ∈ {1, . . . ,m} × {1, . . . , n}.

Las entradas de A se acomodan en un arreglo rectangular de m filas y n columnas.

A = [Aj,k]
m,n
j,k=1 =


A1,1 A1,2 · · · A1,n

A2,1 A2,2 · · · A2,n

...
...

. . .
...

Am,1 Am,2 · · · Am,n

 .

En este caso, decimos que la matriz es de tamaño m×n. Si n = m decimos que la matriz

es cuadrada de tamaño n.

Ejemplo 2. Los vectores en Rn se pueden identificar con matrices de tamaño n× 1. Aśı,

cada x ∈ R3 se puede escribir de la siguiente forma:

x =

x1

x2

x3

 .

Definición 3. Sean n,m ∈ N. Denotamos al conjunto de matrices con coeficientes reales

de tamaño n×m por Mn×m(R). Si n = m, escribimos Mn(R). Definimos la suma y pro-

ducto por escalar en Mn×m(R) como +: Mn×m(R)2 → Mn×m(R) y ⊙ : R×Mn×m(R) →
Mn×m(R) mediante

A+B := [Aj,k +Bj,k]
n,m
j,k=1.

λ⊙ A := [λAj,k]
n,m
j,k=1.

En adelante, obviaremos el śımbolo ⊙ y para escribir el producto de escalar λ por

matriz A, solo escribiremos λA.

Proposición 4. El conjunto Mn×m(R) con la suma y el producto por escalar es un espacio

vectorial.
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Demostración. Ejercicio.

Definición 5. Sean A ∈ Mn×m(R) y B ∈ Mm×p(R). El producto de A por B se define

como

AB :=

[
m∑
k=1

Aj,kBk,l

]n,p

j,l=1

.

Note que la suma de matrices es conmutativa y el producto no lo es. Sin embargo, se

tienen otras propiedades interesantes.

Ejemplo 6. Sean

A :=

 2 1 −3

0 −1 0

−4 2 1

 , B :=

 1 −1 1

−3 2 0

2 −1 −2

 .

Entonces,

AB =

−7 3 −7

3 −2 0

−8 7 −6

 , BA =

−3 4 −2

−6 −3 9

12 −1 −8

 .

Las siguientes propiedades se enunciarán sin pérdida de generalidad para matrices cua-

dradas. Para extender estas propiedades a matrices rectangulares, hay que tener cuidado

con los tamaños de las matrices.

Proposición 7. Sean A,B,C ∈ Mn(R) y λ ∈ R. Entonces,

1. A(B + C) = AB + AC.

2. A(λB) = (λA)B = λ(AB).

3. A(BC) = (AB)C.

Definición 8. Sea A ∈ Mn×m(R). La matriz transpuesta de A, denotada por A⊤ es una

matriz de tamaño m×n, tal que sus columnas son los renglones de la matriz A. Es decir,

A = [Aj,k]
m,n
j,k=1 , A⊤ = [Ak,j]

n,m
k,j=1 .

Ejemplo 9. Sea A =

 1 2

−2 3

−1 1

. Entonces,
A⊤ =

[
1 −2 −1

2 3 1

]
.
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Proposición 10. Sean A,B ∈ Mn(R). Entonces,

1. (A⊤)⊤ = A.

2. (A+B)⊤ = A⊤ +B⊤.

3. (λA)⊤ = λA⊤.

4. (AB)⊤ = B⊤A⊤.

Demostración. Ejercicio.

Sean u, v ∈ Rn. Note que el producto interno canónico de u por v en Rn, se puede

escribir através del producto de matrices:

⟨u, v⟩ =
n∑

j=1

ujvj = v⊤u.

Ejercicios

1. Escriba de manera expĺıcita las siguientes matrices:

a) A = [(−1)j(j + k)]
3,2
j,k=1.

b) A = [máx(j, k)]4,3j,k=1.

c) A = [mı́n(j, k)]4,2j,k=1.

2. Calcular A+B, λA y λB para los siguientes casos:

a) A =

 3 −5

1 4

−2 1

, B =

 3 1

−1 3

−2 1

, λ = −2.

b) A =

[
3 2

2 3

]
, B =

[
−2 −2

−2 1

]
, λ = 5.

3. Enunciar las propiedades de la proposición 7 para matrices rectangulares.

4. Verificar la propiedad asociativa del producto de matrices para los siguientes casos:

a) A =

[
1 −1 3

4 5 2

]
, B =

 2 0 −2

0 1 0

−1 1 3

, C =

−1 3

0 2

1 1

.
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b) A =

 1 2

−2 3

−1 1

, B =

[
−1 2 1

1 1 3

]
, C =

4 1

2 −1

3 −2

.
5. Demostrar la proposición 10.
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