Rectas en el plano

Sea u € R?\{0}. Asociamos el espacio generado por u, £(u), con la recta que pasa por
u y el 0. Realizaremos la justificacion de este hecho, obteniendo las ecuaciones de la recta
a partir de nuestra definicién de £(u).

Sea = € ¢(u). Entonces, existe A € R tal que z = Au. Asi, obtenemos las ecuaciones:

Ty Uy
=A
T2 U2
Esto es equivalente a escribir el sistema
T = /\U’la
Ty = /\UQ.
Despejando A en ambas ecuaciones,
I

)\: =

U U2.

X2

Por lo tanto, podemos escribir la relaciéon:

Uz
To — T1—.
Uy

Definicién 1. Sean V un espacio vectorial, X CV no vacio y a € V. Definimos

a+ X ={weV: JueX, w=a+u}.

Es facil ver que
a+X={ueV: u—aeX}.

Una recta que no pasa por 0 es de la forma
a+ 0(u).

Sea = € a + ¢(u). Entonces, existe A € R tal que x = a + Au. Como en el caso anterior,
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obtenemos las ecuaciones

r1 = a; + Ay

To = Qo + /\Ug.



Por lo tanto,

T — ap To — A9
A= = .
Uy U2
Del ltimo par de igualdades tenemos
U
To = —(.1'1 — Cll) + as.
Uy

1. Producto cruz
Definicién 2. Sean u,v € R3. El producto cruz de w con v es
UgV3 — U3V
u X vi= |ugv; — ujv3
Uy Vo — UV
A partir de la definicion del producto cruz es facil obtener sus propiedades elementales.
Proposicién 3 (Propiedades del producto cruz). Sean u,v,w € R® y A € R. Entonces,
1. uxu=0.
2. uXv=—vXu.
3. (Au) x v =Auxv)=ux (\v).
4. ux (v+w)=(uxv)+ (uxw).
5 (u+v)xw=(uxw)+ (vxXw).
Demostracion. Ejercicio. O
Proposicién 4 (Ortogonalidad del producto cruz). Sean u,v € R3. Entonces,
(uxv,u) = (uxv,v)=0.

Demostracion. Ejercicio. O



2. Planos en el espacio

Sean u,v € R*\{0}. Obtendremos las ecuaciones del plano que contiene a 0, u y v, a
partir de la defincién de £(u,v).

Sea x € l(u,v). Entonces, existen A;,As € R tales que = = A\ju + Av. Entonces,
tenemos el sitema de ecuaciones

X1 Uy U1
T2 = )\1 U2 + )\2 Vo
T3 % U3

T1 = \ug + A\vy,
To = AjUg + A2,

xr3 = )\1U3 + )\11)3.

Resolviendo para A\; y Ay de las primeras dos ecuaciones, tenemos

L1V — T2Vy UL — UaTy
A= —F—7, Ag = ———.

U1V — UV U1V — UV
Sustituyendo en la tercer ecuacién,

X1V — T2y ULy — U2
T3 = U3 —f- V3

U1V2 — UgV1 U1V2 — UgV1

U3V — UaV3 U1V3 — U3V,
= + X2

U1V2 — UgV1 U1V2 — UgV1

Asociando los términos de un solo lado de la igualdad, tenemos
0 = 21 (ugvg — ugv3) — wo(uzvy — ugv3) + x3(ugvy — ugve) = (u X v, ).
Asi, x € l(u,v) siy solo si, (u x v,z) =0.
El vector u x v se llama vector normal al plano generado por u y v.
Ejercicios
1. Sean V un espacio vectorial y a € V. Demuestre que

a+X={ueV: u—aeX}.

2. Encontrar las ecuaciones de las rectas con las propiedades requeridas:



a) Pasa por } y es paralela a la recta x; = 2 + 2x;.

| 0
b) Pasa por 1] y es ortogonal a la recta xo = x1 — 3.
-1 / ]
c¢) Pasa por 5 | Y forma un dngulo de § con la recta zo = —x; — 4.

. Sean a,u € R2. Utilizando el operador de proyeccién ortogonal, determine una regla
para calcular la distancia de a a ¢(u).

. Demostrar la proposicion 3
. Demostrar la proposicion 4.

. Sean u,v € R? y denotamos por 6, al 4ngulo formado por u y v, es decir,

0, = arccos ( {u, v) ) )

[l lw]]

Demuestre que
[ x of| = [ull[[o]| sin(Bu,)-

. Sean u,v € R? linealmente independientes. Utilizando el ejercicio anterior, muestre
que el area del paralelogramo que tiene por lados a u y v es

|lu x v]|.

. Sean z,a,v,w € R3. Determine la ecuacién que satisface x para pertenecer al plano
a+ ¢(u,v). En otras palabras, encontrar la ecuacién del plano que contiene a a,v y
w, razonando como se hizo al principio de este apunte con el conjunto a + £(u).
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