1. Subespacios vectoriales

Definicién 1. Sea V' un espacio vectorial y W C V. Decimos que W es subespacio
vectorial de V' si W es un espacio vectorial con las operaciones de V' restringidas a W.
En este caso, escribimos

W<V
Ejemplo 2. Sea V' un espacio vectorial. Entonces, {0} y V' son subespacios de V.
Ejemplo 3. Sea W = {z € R*: z, > 0}. Entonces, W no es subespacio de R
Demostracion. Basta notar que el vector (0,0) no es elemento de W. O]

Proposicion 4. Sea V' un espacio vectorial y W C V. Entonces, W es subespacio de V'
sty solo si, para cada u,v € W y para cada A € R,

Au—veW.

Demostracion. Si W es espacio vectorial, se tiene que para cada u,v € W y cada A € R,
Au—veW.

Supongamos que para cada u,v € W y para cada A € R, \u — v € W. Debemos
verificar que W satisface las 8 propiedades de espacio vectorial. Sin embargo, la mayoria
se tiene de restringir las operaciones de V' a W. Veamos que 0 € W y que para cada
ueW, —ueW.

Sea u € W. Entonces, 0 =u —u=1u—u € W.

Ahora, sea u € W. Tomando A = -1y como 0 e W, —u = (-1)u+0€ W. O

Ejemplo 5. En R?, consideramos el conjunto
A={zeR* o=}
Entonces, A es subespacio de R2.

Demostracién. Utilizaremos la proposicién 4 para demostrar que A es subespacio de R2.
Sean u,v € Ay A € R. Entonces, existen algunos a,b € R tales que uy = us = a 'y
v1 = vg = b. Hacemos z = Au — v. Observamos el vector x de manera explicita:

v — )\ ur| for| _ Aup —vi|  [Aa—b
- T g ve|  [Aug —ve|  |Ma—bl"

Asi 21 = x5. Por lo que, Au — v € A y por la proposicién 4, A es subespacio de R2. O



2. Subespacios de R”

A partir de la desigualdad de Cauchy—Schwarz derivamos las siguientes definiciones.

Definicién 6. Sean V' un espacio vectorial y uw € V. Definimos
lu) ={zeV: IXNER, = Au}.
Proposicién 7. Sea V' un espacio vectorial. Para cada v € V, l(u) < V.

Demostracion. Sean x,y € {(u). Entonces, existen s, 52 € R tales que z = f1uy y = Pau.
Luego,
At —y = Au— Bu= (A — B2)u.

Haciendo £ := A\f3; — (s, tenemos que A\x — y = &u. Por lo tanto, Ax —y € £(u). De la
proposicién 4 se sigue £(u) < V. O

En adelante, diremos que ¢(u) es el espacio generado por u.

Definicién 8. Sean V' un espacio vectorial con producto interno y u € V. Definimos el
complemento ortogonal de w como

ut = {reV: (r,u) =0}

Proposiciéon 9. Sean V' un espacio vectorial con producto interno y u € V. Entonces,
1
u-<V.

Demostracién. Sean z,y € u™ y A € R. Entonces,
(Ax —y,u) = XNz, u) — (y,u) = 0.

Por lo tanto, Ax —y € u*. De la proposicién 4 se sigue que u* < V. O



3. Proyeccién ortogonal

Sean V' un espacio vectorial con producto interno y a,v € V.
;Es posible encontrar u,w € V tales que u € £(a), w € at y v =u+ w?

(%

Suponiendo que hemos encontrado u € £(a), tenemos que w = v —u. Ademas, w € a*.
Es decir,

0= (v—u,a)=(v—\a,a)
= (v,a) — Xa, a).

Por lo tanto, A = éZZi Asi, u=Xay w=uv-— Aa.

Note que u y w se determinan de manera tnica por a y v.

Definicién 10. Sean V' un espacio vectorial y a € V. Definimos el operador de proyeccion
ortogonal como P,: V — £(a) mediante

_ (v
P,v = @ a)

Definimos el operador de proyeccion sobre el complemento ortogonal como Qu: V — {(a)

a.

mediante
Quv = (Iy —Py)v=v—Pyo

2
Ejemplo 11. En R?, sea a = L} . Construiremos P,.

Para cada v € R?,
(v,a) = 201 + vy.

Ademas,
(a,a) =4+ 1=5.
Luego,
p oy (@) 2vitwy [2]  [AagEe
’ <a7 a) 5 1 _27)1;-1)2



Ejercicios

1.

2.

10.

Sean V' un espacio vectorial y U, W < V. Demuestre que (U[(W) < V.

En los siguientes ejercicios, determinar si W < V. De ser posible, realizar un dibujo
de cada V' y W.
a) Seann,m eN;n>myV=R"W={zeR": 41 =-=ux,=0}

b) Sean n,m € N. Denotamos por P, al conjunto de polinomios de grado menor
o igual que n. Sean V =P, y W = P,,.

) V=R*y W={xeR* |z] =1}
d) V=R% W ={reR* z;+z, >0}
e) V=RL W ={z R x,=ual}.
f) V=R* W ={zeR? z,=0}

g) V=R%L W={xeR? z,=>5}

Realizar un dibujo de los espacios £(u) en R? y R3.

Consideramos P,, con el producto interno

(f.9) = y F()g(t)dt.

Sea f € P,. (Cémo se ve el espacio £(f)?

Sean V' un espacio vectorial con producto interno y X C V. Escriba la definicién de
X+

. Sean X,Y C V tales que X C Y. Demuestre que Y+ C X*.

Demuestre la desigualdad de Cauchy—Schwarz utilizando el operador de proyeccion
ortogonal.

Sean V un espacio vectorial con producto interno y a € V. Demuestre que P2 = P,.

Considere P, con el producto interno del ejercicio 4. Sean f(z) = 2% y g(x) =
3z* — ba® + 22 — 1. Caleular P;g y Qrg. Graficar f,9,P;gy Qyg.

En los siguientes ejercicios, calcular de manera explicita P, y Q, y aplicarlo a los
vectores uy, Us, U3.



a) En R? sea a =

b) En R?, sea a =

c) En R?, sea a =

d) En R3, sea a =

2
—1|,u =
1

1

3 , U =
0

y U3 =
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